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J’avais  conçu  depuis  long-tenjps  un  vif  désir  de 
. contribuer  de  tout  mon  pouvoir  à l’avancement  des 
sciences  dont  l’étude  a fait  l’une  des  plus  heureuses 
occupations  de  ma  vie  ; mais  j’étais  encore  incertain 
sur  la  marche  que  j’avais  à suivre  pour  atteindre  ce 
but,  lorsque  plusieurs  savants  qui  veulent  bien 
m’honorer  de  leur  amitié  se  réunirent  pour  me  per-  . 
suader  que  je  rendrais  un  service  éminent  à l’ensei- 
gnement des  mathématiques  si  j’arrivais  à popula- 
riser les  belles  et  rigoureuses  méthodes  du  plus  • 
habile  de  nos  géomètres.  Je  me  suis  laissé  convain-  * 
cre  sans  effort;  j’avais  eu  moi-même  cette  pensée; 
je  savais  d’ailleurs  que  M.  Cauchy,  qui , à la  qualité  ' ^ 
glorieuse  d’élève,, me  permet  d’ajouter  celle  plus 
glorieuse  encore  d’ami,  m’accepterait  volontiers, 
pour  intermédiaire  et  pour  écho  dans  ses  savantes 
communications  avec  le  public. 
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On  apprécie  yénéTaleinent  les»  granils  et  beaux 
liavaux  de  M.  Cauchy  sur  la  ihéorie  des  iiondjres, 
sur  la  ni(Vanique  céleste^  et  sur  la  théorie  de  la  lu- 
iiriére.  Ce  monde  savant  a applaudi  et  a])plaudit 
bien  plus  encore  aujourd’hui  aux  admirables  mé- 
moires par  lesquels  il  a recidé  toutes  les  limites  de 
la  science;  mais  il  me  semble  qu’on  ignore  ce  que 
l’enseignement  classique  des  mathématiques  lui  doit 
de  |>erfectionnements  inespérés.  Depuis  plus  de 
‘ trente-quatre  ans,  celui  qu’on  affectait  naguère 
d’appeler  un  jeune  professeur,  n’a  pas  cessé  de 
combler  quelqu’une  des  lacunes  que  présente  l’en- 
seignement élémentaire  des  sciences.  On  l’a  vu 
chaque  année  substituer  des  méthodes  simples  et 
rigoureuses  aux  méthodes  empiriques  et  incom- 
plètes que  l’on  gémit  de  rencontrer  jusque  dans 
dés  aut^irs^très  esti^s.^La  justice  et  la  reconnais- 
âtBÇjTmeJpitt  yq  (ki^oir  de  prouver  ce  que  j’avance. 

Ca’i^hy  sur  des  bases  nouvelles  , et 

sait  à quelle^occasion  , des  traités  élémentaires 
' D’Arithmétique  et  de  Géométrie  ; on  aime  à voir  un 
grand  génie,  inspiré  par  un  noble  dévouement, 
‘ suspendre  la  poursuite  de  ses  brillantes  découvertes 
pour  fendre  accessibles  h un  jeune  et  royal  exilé 
les  importants  secrets^  des  sciences. 

Si  de  l’arithmétique  et  de  la  géométrie  nous  pas- 
sons à l’algèbre  et  à l’analyse  algébrique,  nous  ver- 
rons M.  Cauchy  lutter  sans  cesse  contre  des  difficul- 
tés qui  ; jusqu’à  lui,  avaient  semblé  grandir  avec  la 
science.  11  commence  d’abord  par  substituer  des  dé- 
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aux  paralogismes  et  aux  cercles  vicieux  cpu  servent 
malheureusement  d’introduction  au  plus  grand  ï 
nombre  des  traités  d’analyse}  puis  c est  une  succes- 
sion non  interrompue  d’agiélioratipns  longtemps  . 
attendiies  en  vain.  La  science  reçoit  de  Un  tour  à 
tour,  I®  une  méthode  générale  de  résolution  d’un 
nombre  quelconque  d’équations  du  premier  degn* 

H plusieurs  incoufiues,  méthode  , plus  dégante  et 
jilus  facile  que  celle  de  Laplace  ; a-  une  théorie  nou-  . 
velle  et  très  simple  des  combinaisons  et  des  nombres 
tigurésque  MM.  Mayer  et  Cboquet  ont  introduite  en 
partie  dans  leur  T*aité  d’Algèbée;  3®  une  démonstra- 
tion , aussi  élémentaire  qu’elle  peut  l’être,  dû  théo- 
rème fondamental  que  toute  équation  a i^e  racine  ; 

4®  une  théorie  très  ingénieuse  des  fonctions  symé- 
triques, qui  permet  de  calculer  directement',  àl  aide 
(le  simples  divisions  algébriques , une  fonction  sy- 
métrique quelconque  des  racines  d une  équation 
donnée;  5®  un  moyen  sûr  d’éviter  l’équation  aux 
carrés  des  différences  et  d’obtenir  immédiatement , 
par  un  calcul  arithmétique,  quand  les  coefficients 
de  l’équation  primitive  sont  des  nombres  entiers, 
une  litnite  inférieure  k la  plus  petite  différence  entre 
les  racines  réelles  de  cette  équation  ou  entre  les  mo- 
dules de  ses  racines  imaginaires  ; 6”  la  première  so- 
lution connue  du  problème  proposé  par  Lagrange 
sur  la  détermination  exacte  du  nombre  des  racines 
réelles  d’une  équation  algébrique;  7®  une  théorie  en- 
tièrement neuve,  conduisant  à des  démonstrations 
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simples  et  directes  des  beaux  tljéoremes  de  Descar- 
tes , (fe  Dubuat , delUidan,  de  Fourieret  de  Sturin, 
sur  la  déferminatiun  exacte  ou  approchée  des  raci- 
nes réelles  d’une  équation  donnée;  7® un  théorème 
nouveau  et  vraiment  extraordinaire,  qui  donne  le 
upmbre  des  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  sont  comprises  entre  des  li- 
miti's  données,  théorème  qui  contient,  comme  cas 
particulier,  le  théorème  de  Sturm  et  tous  les  théo- 
rèmes analogues  ; 8"  une  méthode  rigoureuse  pour 
le  calcul  par  approximations  successives  des  racines 
d’une  éqiîatiou  numérique  quelconque  : cette  mé- 
thode , qui  se  réduit  à celle  de  Newton  quand  cette 
dernière  est  applicable , donne  réellement  à chaque 
opération  une  approximation  plus  grande;  9"  îles 
considérations  importantes  sur  la  convergence  des 
séries , et  deux  règles  très  simples  pour  l’apprécia- 
tion de  cette  convergence;  10“  là  solution  d’un 
grand  nombre  de  questiohs  dilTiciles  d’analyse. 

Je  me  propose  de  réunir  sous  peu  de  jours , 
dans  un  petit  volume , l’ensemble  de  ces  perfection- 
nements; ce  sera  une  exposition  nouvelle  et  très 
élémentaire  de  la  théorie  générale  des  équations,  et 
du  grand  problème  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Nous  devons  encore  à M.  Cauchy  une  rédaction 
complètement  neuve  des  deux  trigonométries  rec- 
tiligne et  sphérique , et  de  l’application  de  l’algèbre 
à la  géométrie.  11  a eu  l’heureuse  idée  de  ramener 
l’étude  des  ligneset  des  surfaces  du  second  degré  à la 
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discussion  facile  et  simple  d’une  écpiation  à trois  ter- 
mes r’-M- a — A:=o.  Il  suffit  alors  de  quelques  rai-  •' 
sonnements  évidents,  de  quelques  calculs  élégants, 
sans  transformation  aucune  des  coordonnées,  pour 
faire  ressortir  toutes  les  propriétés  de  ces  lignes  et 
de  ces  surfaces.  S’il  s’agit  par  exemple  des  surfaces 
du  second  degré,  on  arrive  dans  deux  ou  trois  le- 
çons , en  suivant  une  marche  très  uniforme  et  tout-à- 
fait  analytique,  aux  éqiiations  du  centre,  du  plan 
diamétral,  des  plans  diamétraux  principaux,  des 
axes  principaux , du  plan  tangent,  des  sections  rec- 
tilignes , des  sections  circidaircs , des  foyei’s  ; aux  re- 
lations qui  unissent  les  axes  principaux  aux  diamè- 
tres conjugués,  etc.,  etc.  11  me  tarde  aussi,  en 
publiant  cette  admirable  méthode,  ^de  simplifier 
l’enseignement  de  la  géométrie  analytique. 

Quant  à ce  qui  concerne  les  traités  de  Calcul  dif- 
férentiel, de  Calcul  intégral  et  de  Mécanique  dont 
j’entreprends  aujourd’hui  la  publication,  il  suffira 
de  les  parcourir  pour  se  convaincre  qu’ils  diffèrent 
totalement  des  traités  publiés  par  d’autres  auteurs, 
qu’ils  sont  presque  en  entier  l’oeuvre  de  l’illustre 
géomètre.  Quand  il  emprunte  à ses  devanciers  les 
énoncés  des  théorèmes,  le  mode  au  moins  de  démons- 
tration e^t  à lui.  On  verra  mieux  ce  qui  lui  appar- 
tient plus  en  propre  dans  l’analyse  que  je  placerai  à 
la  tète  de  chacun  des  volumes  de  cet  ouvrage.  Je 
n’ai  à m’occuper  aujourd’hui  que  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 

Ce  Traité  doit  être  regardé  comme  une  édition 
T.  i.‘  • b ' 
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iiuuvellc,  mais  considiTablemeiit  augmentée,  des 
Leçons  de  M.  t'.anchy.  Je  l’ai  fait  aussi  complet 
(jn’il  m’a  été  possible;  ce  n’était  pas  assez  qu’il 
fût  au  niveau  de  la  science  telle  que  l’avaient  faite 
jusqu’ici  les  traités  classiques;  ceS  traités  ne  prépa- 
raient pas  sufï'isaiumeut  à la  lecture  des  ouvrages 
des  grands  maîtres;  il  fallait  nécessairement  donner 
a l’enseignement  un  nouvel  essor  : j’ai  essayé  de  le 
faire.  J’ai  fait  entrer  dans  la  composition  de  ce  pre- 
mier volume  les  ouvrages  suivants  de  M.  Cauchy  : 
1“  les  Leçons  sur  le  Calcul  dijjferenticl , deuxième 
édition,  Paris,  18^9;  7.°  \ea  Leçons  sur  l’application 
du  Calcul  injinitésinial  à la  Géométrie , t.  i®*",  Pa- 
ris, i8a6;  3"  un  Mémoire  publié  dans  le  troisième 
volume  tU's  Exercices  de  mathématiques,  sur  les 
surfaces  que  peuvent  engendrer,  en  se  mouvant 
dans  l’('space,  des  liguc.s  droites  ou  courbes  de 
forme  constante  ou  variable;  4"  Mémoire  sur  la 
théorie  des  suites  et  les  lois  de  leur  convergence, 
imprimé  tl’abord  dans  les  Comptes  rendus  de  l’Aca- 
démie des  Sciences,  et  plus  tard,  avec  des  additions 
importantes , dans  la  neuvième  livraison  des  Exer- 
cices d’Analjseet  de Phjsiqu^mathématique ; 5"  un 
Mémoire  sur  l’interpolation,  d’abord  lithographié, 
puis  inséré  dans  le  troisième  volume  du  Journal  de 
Mathématiques  deM.  Liouville;  6"  divers  Mémoi- 
res sur  le  calcul  des  résidus , hiisant  partie  des  Exer- 
' cices  de  mathématiques;  7®  un  Traité  inédit  du  calcul 
aux  différences  ruiie.s;  8°  enhn  un  cahier  manus- 
crit que  M.  Cauchy  a bien  voulu  me  confier,  et  qui 
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devait  former  le  troisième  volume  des  Applications 
du  Calcul  infinitésimal  à la  Géométrie.  L’ensemble 
de  CPS  Traités  et  Mémoires  formait  plus  de  io4o 
pages  in*4“;  pour  le  resserrer  dans  les  limites  d’un 
seul  volume  in-8”,  il  a fallu  changer  presque  en- 
tièrement la*  rédaction.  J’avais  à la  rendre  à la  fois 
plus  concise  et  plus  élémentaire;  puissé-je  avoir 
réussi  ! 

Ce  qui , je  l’espère , attirera  surtout  l’attention 
dans  ce  nouvel  ouvrage,  c’est  la  rigueur  et  la  netteté 
des  démonstrations.  La  rigueur  est  le  caractère , j’o- 
serais presque  dire  le  caractère  distinctif  de  la  ma- 
nière de  M.  Cauchy;  son  esprit  éminemment  exact 
et  pénétrant  n’a  jamais  pu  s’accommoder  de  ces 
demi-preuves  auxquelles  tant  d’autres  géomètres  se 
sont  résignés.  Cette  rigueur  n’est  pas^nnemie  de  la 
simplicité,  elle  en  est  au  contraire  la  compagne  insé- 
parable. Une  démonstration  incomplète  est  une  dif- 
ficulté cachée,  mais  non  ix';solue,  qui  tôt  ou  tard  se 
fera  jour  et  deviendra  la  source  de  difïicultés  plus 
grandes  encore;  une  preuve  rigoureuse  est  toujours, 
au  contraire,  unedifficulté  vaincue.  Avant  que  M .Cau- 
chy publiât  sesTraités,  les  démonstrations  des  théorè- 
mes fondamentaux  du  Calcid  différentiel  reposaient 
trop  souvent  sur  la  considération  de  certaines  séries 
qu(i  l’on  employait  sans  discernement , sans  avoir  pji 
s’assurer  qu’elles  étaient  convergentes,  ou  qu’elles 
étaient  l’expression  exacte  des  fonctions  <pii  sem- 
blaient leur  avoir  donné  naissance.  C’était  un  vérita- 
ble abu.S  contre  lequel  M.  Cauchy  n’a  pas  cr*ss('*  de 
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iViclaiiier  ; il  ir.”»  jamais  eu  recours  à un  développe- 
ment en  série  sans  avoir  d’abord  mis  en  évidence  sa 
possibilité,  sa  forme,  sa  convergence,  son  existence 
en  un  mot,  comme  expression  de  telle  fonction 
donnée.  Je  crois  pouvoir  affirmer  sans  crainte  qu’en  * 
étudiant  ou  eu  enseignant  ces  Leçons,  on  ne  rencon- 
trera pas  une  seide  démonstration  (jui  ne  satisfasse 
pleinement  l’esprit.  Je  suis  même  convaincu  que  dés 
qu’on  se  sera  familiarisé  avec  les  notations,  d’ailleurs 
très  simples  et  très  élégantes,  de  M.  Cauchy , on  sera 
forcé  de  reconnaître  que  ses  méthodes  sont  les  plus 
élémentaires  de  toutes. 

J’ai  cru  devoir  prendre  pour  base  et  pour  point 
de  départ  du  Calcul  différentiel  la  considération  de 
' la  fonction  dérivée,  dont  on  se  fait  toujours  une  idée 
nette  et  précifc  en  disant  qu’elle  est  la  limite  du  rap- 
port de  l’accroissement  delà  fdnctiott^  à ‘d’accroisse- 
ment de  la  variable  indépendante.  Delà  définition 
de  la  dérivée  je  passe  à la  différentielle , qui  est  le 
, produit  de  la  dérivée  par  l’accroissement  arbitraire 
l-  attribué  à la  variable  indépendante.  Je  n’ai  pas  craint 
de  dire  que  cette  différentielle,  regardée  par  Euler 
comme  rigoureusement  égale  à o,  est  en  réalité  une 
quantité  indéterminée  finie  ou  indéfiniment  petite, 
suivant  que  l’accroissementarbitraire  attribué  à la  va-, 
riableindépendante  est  lui-même  fini  ou  indéfiniment 
petit  : de  fiât  cependant,  dans  le  calcul  différentiel 
considéré  comme  distinct  du  calcul  aux  différences 
finies,  la  différentielle  est  toujours  une  quantité  très 
petite.  M.  Cauchy  a cru,  dans  ces  dernières  années. 
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tlevoir  donner  de  la  différentielle  une  définition  di? 
recte,  immédiate,  indépendante  tic  la  considération 
des  fonctions  dérivées.  Se  rapprochant  des  idées  de 
Maclaurin  et  ded’Alembert,  il  appelle  différentielles 
des  quantités  dont  les  rapports  sont  équivalents  aux 
dernières  raisons  des  accroissements  que  peuvent 
prendre  siinultanéinent  les  variables.  Kn  partant  de 
cette  définition  on  peut  calculer  les  différentielles 
sans  passer  par  les  dérivées,  comme  je  l’ai  fait  voir 
avec  détail  dans  la  quatorzième  leçon  ; mais  je  n’ai 
pas  voulu  la  prendre  pour  point  de  départ  ; elle 
n’est  réellement  avantageuse  que  lorsqu’il  est  ques- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; j’aurais  craint,  en  l’employant  trop  tôt,  de 
jeter  quelque  obscurité  sur  les  principes  du  C^alcul 
ilifférentiel  qu’il  importait  tant  d’éclaircir. 

On  verra  que  je  me  suis  ellôrcé  de  faire  compren-' 
dre  pai'laitemenl  le  sens  des  notations  du  Calcul  dif- 
férentiel et  de  leur  enlever  tout  ce  qu’elles  pouvaient 
présenter  d’obscur  ou  d’ambigu.  Je  regrette  de  n’a- 
voir pas  banni  complètement  de  ces  leçons  les  no- 
tations vagues  et  incommodes 

^ dx,  ^ % dx,  pour  leur  substituer  les  notations 

dx  ' dy  dx  ' 

plus  tranchées/j=Dj.^,  dj.y,  zj=D;rZ,  z,'=DyZ, 
/ApZ,  d^z , etc. 

Puisque  le  développement  des  fonctions  en  séries 
n’est  qu’une  des  nombreuses  applications  du  Calcul 
différentiel,  j’ai  cru,  toujours  en  suivant  M.  Cau- 
chy, et  quoique  l’opinion  contraire  ait  été  soutenue 
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par  I.agrange,  dans  son  remarquable  et  célèbre  ou- 
vrage sur  le  calcul  des  fonctions,  qu’il  importait 
d’établir  les  principes  fondamentaux  de  cette  bran- 
che importante  de  l’analyse,  indépendamment  de 
ce  développement  ou  indépendamment  de  la'  for- 
mule de  Taylor.  M.  Cauchy  ramène  dans  tous  les 
cas  le  calcul  des  dérivées  à la  considération  des 
valeurs  que  prennent  pour  = o les  trois  ex- 

t 

\x  Lfi-t-J")  sinj-  ..  , 

pressions  ( i ■+■  æf  , ^ ; cette  méthode 

paraît  au  premier  abord  trop  subtile,  elle  n’est  réel- 
lement qu’ingénieuse,  et  il  est  presque  impossible 
de  l’éviter  sans  tomber  dans  quelque  cercle  vicieux, 
ou  sans  cesser  de  marcher  du  simple  au  composé. 
Il  est  d’ailleurs  utile  de  montrer  de  bonne  heure 
aux  élèves  le  parti  qu’on  peut  tirer  d’une  heureuse 
transformation  analytique.  Dans  une  Note  sur  la  li- 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
M.  Liouville  dénonce  comme  insuffisantes  les  dé- 
monstrations dont  on  fait  ordinairement  usage  .pour 
prouver  que  cette  limite  a pour  valeur  le  nombre 

e = I h etc.  J’aime  à croire  que  cette 

11.2  * 

observation  ne  s’étend  pas  à la  marche  suivie  par 
M.  Cauchy,  et  que  M.  Liouville,  dans  sa  pen- 
sée tlu  moins,  a fait  une  exception  en  faveur  de 
son  illustre  confrère.  Dans  tous  les  cas,  comme 
cette  limite  est  pour  M.  Cauchy  la  base  du  Calcul 
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(li/Téreiitiel,  je  ne  puis  me  dispenser  de  faire  res- 
sortir en  peu  de  mots  la  rigoureuse  exactitude  de 
sa  méthode.  Il  n’a  pas  à prouver  que  la  limite  de 

l’expression!  > est  égale  au  nombre  e,  cette  vé- 

rité est  pour  lui  le  résultat  d’une  définition,  car 
il  appelle  e cette  limite,  qui  , toujours  la  mémo 
quel  que  soit.r,  positif  ou  négatif,  entier  ou  fraction- 
naire, est  une  quantité  finie  plus  grande  que  a et 
plus  petite  que  3.  La  seule  chose  à démontrer,  pour 
M.  Cauchy,  c’est  que  le  nombre  e ainsi  défini  est 

égal  à la  somme  i -|-  - H — ^ — I ^.;-t-etc.,  cequ’il 

fait  très  rigoureusement  quand,  après  avoir  jirouvé 

une  la  série  = i -t-  -H  etc.  . . est  conver- 

^ 11.2 

gente  quel  que  soit  x,  il  y fait  x = i . 

Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  avec  M.  (’au- 
chy,  la  cinquième  leçon,  sur  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  d’une  seule  variable  et  leurs  dé- 
rivées, est  la  plus  essentielle  de  toutes.  Elle  contient 
réellement  en  germe  le  Calcul  différentiel  et  leCalcul 
intégral  tout  entier,  avec  leurs  plus  importantes  ap- 
plications. Quand  les  élèves  l’auront  bien  coni|)rise, 
rien  ne  pourra  plus  les  arrêter.  Iæs  démonstrations 
des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  cette  leçon 
me  semblent  ne  laisser  rien  à desirer  sons  le  rapport 
de  la  simplicité  et  de  la  clarté;  elles  demandent  ce- 
pendant à être  l’objet  d’une  étude  sérieuse,  car  la 
généralité  de  c<‘s  théorèmes  leur  donne  je  ne  sais 
quelle  apparence  d’abstraction  qui  effraie'  au  pre- 
mier ahoi'd. 
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J’ai  rangé  dans  le  meilleur  ordre  possible  4es  ap- 
plications analytiques  du  Calcul  difierentiel;  on 
n’étudiera  pas  sans  intérêt  et  sans  fruit  la  leçon  sur 
les  quantités  infiniment  petites,  et  les  règles  dont 
l’ensemble  constitue  la  méthode  infinitésimale.  Dans 
les  dernières  années  tle  sa  vie,  le  grand  géomètre 
enlevé  trop  tôt  à la  France,  dont  il  faisait  la  gloire, 

M.  Poisson,  déclara  la  guerre  à la  théorie  des  fonc- 
tions telle  que  l’avait  faite  le  génie  de  Lagrange,  et 
s’arma  de  toute  sa  puissance  pour  ramener  le  monde 
savant  à la  méthode  infinitésimale.  11  affirma  ipie 
les  infiniment  petits  ne  sont  passeulement  un  moyen 
d’investigation  imaginé  par  les  géomètres,  mais  . 
qu’ils  ont  une  existence  réelle,  c’est-à-dire  qu’il 
existe  des  grandeurs  qui  ne  sont  point  nulles,  qui 
même  peuvent  être  doubk^,  triples,  quadruples 
d’autres  grandeurs  , et  sont  cependant  moindres  ac- 
tuellement que  toute  grandeur  donnéie.  Quoique 
appuyées  d’une  si  imposante  autorité,  ces  assertions 
furent  vivement  combattues  et  repoussées  : elles 
n’énonçaient  pas  seulement  un  mystère  dont  la 
raison  aurait  pu  s’effrayer  sans  avoir  le  droit  de  le 
rejeter;  beaucoup  d’esprits  judicieux  y virent  une 
évidente  impossibilité.  En  effet,  ou  ces  grandeurs, 
plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  sont  encore  , 
étendues  et  divisibles,  ou  elles  sont  simples  et  indi-  • 
visibles  : dans  le  premier  cas  leur  existence  est  une 
chimère,  puisque,  nécessairement  plus  grandes  que 
leur  moitié,  leur  quart,  etc.,  elles  ne  sont  pas 
moindres  actuellement  que  toute  grandeur  donnée; 
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dans  la  seconde  liypothése,  elles  ne  seraient  plus  des 
grandeurs  mathématiques,  les  adopter,  ce  serait 
renoncer  à l’idée  du  continu  divisible  à l’infini , 
point  de  départ  nécessaire  et  fondement  de  toutes 
les  sciences  mathématiques.  Quelques  applications 
moins  Heureuses  de  ces  principes,  dont  le  plus  grand 
inconvénient  était  de  ramener  trop  ouvertement  la 
science  à son  berceau,  firent  mieux  comprendre 
la  nécessité  des  méthodes  plus  rigoureuses  dont 
MM.  Poinsot  et  Cauchy  s’étaient  faits  les  défenseurs. 
Pour  ces  géomètres,  un  ibfiniment  petit  n’est  qu’une 
quantité  Variable  ou  indéterminée  qui  a zéro  pour 
limite,  qui  peut  décroître  indéfinunent  sans  s’arrê- 
tera une  valeur  appréciable;  une  quantité  qui,  prise 
isolément,  ÿeut  être  conçue  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée.  Il  suffit  de  cette  définition  pour 
mettre  hors  de  doute  les  règles  fondamentales  de  la 
luéthodeinfinitésimale.  Convenablement  appliquées, 
ces  règles  ne  peuvent  pas  égarer;  si  j’ai  évité  d’en 
faire  usage , c’est  uniquement  parce  que  leur  em- 
ploi entraîne  nécessairement  des  considérations  pré- 
liminaires assez  délicates,  qui  font  perdre  à la  mé- 
thode infinitésimale  le  seul  avantage  qu’on  semblait 
ne  pouvoir  pas  lui  disputer,  la  promptitude  avec  la- 
quelle elle  conduit  au  but.  Pour  faire  mieux  com- 
prendre ma  pensée,  je  me  hâte  de  recourir  à un 
exemple.  Si  l’on  vent  obtenir  par  la  méthode  infini- 
tésimale la  différentielle  de  l’arc  s d’une  courbe,  il  ne 
suffit  pas  de  remarquer  que  l’accroissement  Aj  de 
l’arc  étant  sensiblement  égal  à sa  corde,  on  a 
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A j:  V A j:  ' 

— = l/ 1 4-^'*,  rfj  =:  dx'^  -\-  dy' . * 

Pour  que  cette  marche  soit  admissible,  il  faut  néces-  • 
sairement  démontrer  avant  tout  que  l’accroissement 
de  l’arc  diffère  de  la  corde  d’une  quantité  infini- 
ment petite  du  second  ordre,  ou  du  moins  que  le 
rapport  de  l’accroissement  de  l’arc  à sa  corde  a pour 
limite  l’unité.  Entravée  par  cette  démonstration  et 
ramenée  aux  proportions  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée  dans  notre  Traité,  la  méthode  infini- 
tésimale devient,  ce  semble,  rigoureuse,  mais  en  ces- 
sant d’être  expéditive  , et  l’on  est  forcé  de  convenir 
que,  très  avantageuse  quand  il  s’agit  de  prévoir  ou 
de  retrouver  les  résultats,  elle  ne  constitue  pas  à 
elle  seule  une  méthode  d’exposition  suffisamment 
exacte  et  classique. 

• Pour  me  conformer  à un  usage  reçu  et  distinguer 
l’une  de  l’autre  les  formules  qui  donnent  les  déve- 
loppements de  F(j:  + ^0  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  A , et  de  F («■)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  jt  , j.’ai  appelé  la  première  formule  de 
Taylor,  la  seconde  formule  de  Maclaurin  ; mais  en 
réalité  la  gloire  de  ces  deux  formules,  qu’on  a voulu 
aussi  attribuer  à un  autre  géomètre  anglais,  ap- 
partient tout  entière  à Taylor,  comme  le  recon- 
naissent ouvertement  Maclaurin  et  Stirling  dans 
plusieurs  endroits  de  leurs  ouvragt;s. 

Après  la  démonstration  si  simple  et  si  ingénieuse 
que  M.  Cauchy  a donnée  de  ces  deux  formides  fon- 
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damentale&,  je  ne  concevrais  pas  qu’on  put  recourir  ' 
encore  à la  méthode  trop  imparfaite  et  trop  inexacte 
des  coefficients  indéterminés,  qui  suppose  tout  et 
prouve  seulement  que  dans  tous  les  cas  où  les  fonc- 
tions F(x)  et  F (j"  -t-  A). pourront  être  exprimées 
par  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  æ ou  de  h,  ces  séries 
coïncideront  avec  la  série  de  Maclaurin  ou  avec  la 
série  de  Taylor. 

On  renvoie  ordinairement  au  calcul  intégral  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  et  pour  effectuer  cette  décomposition 
on  a recours  encore  à la  mauvaise  méthode  des  coef-  . 
ficients  indéterminés;  M.  Cauchy  a montré  depuis 
long-temps  que  cette  décomposition  est  une  simple 
extension  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  où  la  fonc- 
tion (ju’il  s’agit  de  développer,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  JT  — a,  devient  infinie  pourx  = rt. 

La  douzième  leçon,  sur  les  formules  de  Moivre, 
sur  la  définition  ou  la  détermination  du  sens  qu’il 
faut  attacher  aux  expressions  A'^,  sina:, 
cos.r,  dans  le  cas  où  la  variable  x prend  une  valeur 
imaginaire,  mérite  atissi  beaucoup  d’attention.  Les  ' 
notions  qui  s’y  trouvent  réunies  sont  malheureuse- 
ment fort  peu  répandues,  et  je  regrette  de  n’avoir  pas 
pu  entrer  à ce  sujet  dans  de  plus  grands  détails,  que 
l’on  trouvera  du  reste  dans  l’analyse  algébrique  de 
M.  Cauchy. 

Je  me  félicité  d’avoir  pu , dans  la  dix-septième 
leçon,  donner  une  démonstration  élémentaire  de 
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cet  admirable  Üiéorème  de  M.  Cauchy,  qui  ra- 
mène la  loi  de  convergence  des  séries  à la  loi  de 
continuité  des  fonctions  qui  leur  ont  donné  nais- 
sance, et  suivant  lequel  une  fonction  quelconque, 
réelle  ou  imaginaire,  d’une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire Xy  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x , 
tant  que  le  module  de  cette  variable  conserve  une 
valeur  inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  et 
sa  dérivée  cessent  d’étre  finies  et  continues,  c’est-à- 
dire  cessent  de  prendre  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  une  valeur  unique  et  finie,  croissant  ou  dé- 
croissant infiniment  peu  avec  cette  même  variable. 
Ce  beau  théorème , en  ramenant  le  développement 
d’une  fonction  quelconque  F (or)  à celui  de  l’expres- 
sion très  simple  fournit,  i"  une  démonstration 

très  remarquable  de  la  formule  de  Taylor  ; une 
expression  nouvelle  du  reste  de  cette  série.  Il  s’étend 
d’ailleurs  avec  une  extrême  facilité  au  cas  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

On  ne  trouve  dans  aucun  ouvrage  élémentaire 
la  démonstration  de  la  belle  série  donnée  par  I^- 
grange  pour  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites ; il  faut  même  nécessairement  convenir  que  les 
raisonnements  par  lesquels  on  a essayé  jusqu’ici  d’é- 
tablir cette  série  laissent  beaucoup  à desirer;  on 
admettait  sans  preuves  la  possibilité  et  la  forme  de 
ce  développement,  on  prétendait  mettre  son  exis- 
tence hors  de  doute,  indépendaniinent  de  la  considé- 
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ration  dos  valeurs  attribuées  à la  variable , ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  la  série  n’est  convergente  qu’entre 
.certaines  limites  quelquefois  .très  rapprochées.  Il 
in’en  aurait  tropi  coûté  de  laisser  dans  l’enseigne-" 
inenf  une  si  grande  lacune;  cédant  à mes  vives  ins- 
tances, M.  Cauchy,  pour  qui  lutter  contre  une  dif- 
ficulté est  déjà  l’avoir  vaincue,  est  heureusement 
|)arvenu  à étendre  aux  fonctions  implicites  les  règles 
de  convergence  qu’il  avait  établies  pour  les  fonctions 
explicites,  et  à donner  delà  série  de  Lagrange  une 
démonstration  aussi  neuve  que  rigoureuse,  qui,  je 
n’en  doute  pas,  sera  bien  accueillie  de  tous  les  géo- 
mètres. L’application  qu’il  a faite  de  cette  théorie 
nouvelle  à une  question  importante , résolue  avec  de 
grands  efforts  par  le  célèbre  Laplace  dans  deux 
longs  Mémoires,  mettra  mieux  en  évidence  ses  im- 
menses avantages. 

On  a souvent  besoin , dans  la  théorie  du  contact 
des  courbes  et  dans  la  solution  de  plusieurs  autres 
questions  d’analyse,  de  comparer  entre  elles  les  dé- 
rivées de  deux  onde  plusieurs  variables  indépendan- 
tes prises  successivement  par  rapport  à diverses  va- 
riables considérées  comme  indépendantes.  Les  bases 
de  cette  comparaison  manquent  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires,  j’ai  essayé  de  la  rendre  ri- 
goureuse et  facile  à l’aide  d’une  suite  de  théorèmes 
importants  dont  l’ensemble  forme  la  première  partie 
de  la  dix-neuvième  leçon.  Pour  ne  renvoyer  au  Cal- 
cul intégral  rien  de  ce  qui  appartient  proprement 
au  Calcul  différentiel,  j’ai  pris  soin,  dans  cette  même 
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leçon , d’établir  les  principes  et  les  formules  qui  ser- 
vent à l’élimination  des  constantes  ou  des  fonctions 

P * 

arbitraires  avec  l’aide  d’un  certain  nombre  de  dif- 
férentiations. 

Je  ne  m’étendrai  pas,  dans  cette  Introduction,  sur 
la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  ; elle  est,  plus 
encore  que  la  première,  l’ouvrage  de  M.  Cauchy; 
dans  l’impossibilité  de  mieux  faire,  j’ai  dû  souvent  me 
borner  à le  copier.  Après  m’être  ainsi  effacé,  j’aurai 
acquis  le  droit  de  dire  que  l’ensemble  de  ces  applica- 
tions géométriques  me  semble  véritablement  un  chef- 
d’œuvre.  Je  ne  crois  pasqu’on  puisse  concevoir  plus 
de  précision  et  de  clarté  dans  les  délinitions,  plus 
de  simplicité  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations  , 
plus  d’tdégance  et  de  rapidité  dans  les  transfortna- 
tions  analytiques.  Dans  ce  bel  ensemble,  je  recom- 
manderai comme  plus  spécialement  dignes  d’at- 
tention, i“  les  considérations  si  ingénieuses  par 
lesquelles  M.  Cauchy  est  parvenu  à établir  les  écpia- 
tions  que  doivent  vérifier  les  coordonnées  des  points 
singuliers;  la  recherche  de  la  courbure,  du  rayon 
de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d’une  courbe 
plane  ou  quelconque  ; 3°  l’appréciation  du  contact 
des  courbes  ou  des  surfaces  œurbes;  4”  la  détermi- 
nation des  rayons  de  courbure  et  des  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces;  5“  la  recherche  des  étpiations 
finies  ou  aux  différentielles  partielles , des  surfaces 
que  peuvent  engendrer  en  se  mouvant  dans  l’espace 
des  lignes  droites  et  courbes  de  forme  constante  ou 
variable,  soit  que  ces  surfact»  doivent  passer  par 
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tino  directrice  tléteriiiinée,  soit  qu’elles  doivent  être 
circonscrites  à une  surface  donnée;  6°  enfin  la  théo- 
rie des  ligues  et  des  surfaces  enveloppes. 

licralcul  des  résidus,  création  de  M.  Cauchy, 
.est  devenu  entre  ses  mains  un  puissant  instrument 
d’investigations  nouvelles  et  profondes.  Il  en  a dé- 
duit des  procédés  rapides  pour  la  détermination 
d’un  nombre  immens(*  d’intégrales  définies  et  des 
méthodes  d’intégration  spécialement  applicables  aux 
équations  que  l’on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
la  solution  des  problèmes  de  physique  mathéma- 
tique. J’ai  cru  dès-lors  rendre  service  aux  géomètres 
en  ajoutant  une  leçon  sur  les  principes  élémentaires 
tle  ce  calcul , complément  nécessaire  du  Calcul  dif- 
férentiel. Le  calcid  direct  aux  différences  finies  avait 
aussi  naturellement  sa  place  dans  ce  premier  volume; 
j’ai  été  beuieux  de  trouver  dans  les  manuscrits  de 
.M.  Cauchy  tous  les  matériaux  de  la  quarante-cin- 
(juième  leçon.  On  verra'  avec  plaisir  comment 
M.  Cauchy,  après  avoir  ramené  la  recherche  de  la 
différence  finie  de  l’ordre  n au  cas  très  simple  où  la 
fonction  donnée  F est  égale  à déduit  les  deux 
formides  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies  de  la  considération  des  équations  symboliques. 

Deux  Notes  enfin  complètent  ce  volume.  La  pre- 
mière a pour  objet  les  formules  nouvelles  d’interpo- 
lation de  M.  Cauchy,  qui  sont  peut-être  l’un  de' ses 
plus  beaux  titres  de  gloire,  et  qJi  bientôt;,  je  Tes- 
pere,  seront  exclusivement  adoptées,  parce  qu’elles 
|)euvent  seules  résoudre  lé  problème  de  l’interf>ola- 
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tion  avec  une  approximation  certaine  et  suffisante . 

Je  n’aurais  pas  assez  fait  pour  la  clarté  de  cet  ou- 
vrage si  je  ne  donnais  pas  quelques  explications  au 
sujet  d’un  procédé  d’élimination  employé  preîfque  à • 
chaque  page  et  à l’aide  duquel  on  échappe  souvent 
à d’immenses  calculs.  Quand  il  s’agit  de  déduire 
d’un  certain  nombre  d’équations  les  valeurs  d’un 
nombre  égal  d’inconnues,  M.  Cauchy  a presqjie 
toujours  soin  de  ramener  ces  équations  à une.suite 
de  fractions  égales  dont  les  numérateurs,  toutes  les 
fois  que  la  chose  est  possible,  renferment  la  pre- 
mière puissance  d’une  seule  des  inconnues.  Cette 
transformation  faite,  il  achève  l’élimination  avec  une 
dextérité  admirable,  en  égalant  chacune  de  ces  frac- 
tions multipliée,  s’il  est  nécessaire,  par  un  facteur 
convenablement  choisi,  au  raj)port  que  l’on  obtient 
en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  numératéurs  par  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs.  Le  choix 
des  facteurs  n’est  jamais  entièrement  arbitraire  ni 
par  conséquent  difficile , parce  que  les  équations 
mêmes  de  la  question  indiquent  toujours  ce  qu’ils 
doivent  être.  Pour  mieux  faire  comprendre  cette 
méthode  si  ingénieuse  et  si  féconde,  reprenons  un 
instant  l’exemple  de  la  page  279.  Il  s’agit  de  trouver 
le-  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  polaires 
du  centre  de  coi/rbure,  d’une  courbe  plane  quel- 
conque; les  trois  inconnues,  r,,  «,  et  p doivent  satis- 
faire à l’équation  du  cercle  osculateur  et  à ses  équa- 
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tions  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  : 
ces  trois  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  [r,  sin(a  — a,)]*  -H  [r,  coâ(a  — a,)—  r]*  = f.>, 

(2)  rr,  sin(a  — a,)rfa  — [r,  cos(a  — a,) — r\dr  — o, 

(3)  r,  sin(8  — a,}[rrf*a-f-2rfarfr] 

— [/".««(a — B,) — r\d'r — rdu')= — (</r*+r’rfa’); 

on  tire  de  la  seconde 

r,  cos(a  — a.) — r r,sin(a  — a,) 
rdu  dr 

Les  inconnues  r,,  «,  ne  sont  pas  ici  au  premier  degré, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  dès  qu’on  aura 
r,  cos  [u  — «,)  et  r,  sin(«  — «,) , on  aura  immédiate- 
ment r,  = cos*  («  — «,) -t- rj  sin*  («— «,)  et 
sin(u  — «,)  ou  cos(u  — m, ),  et  par  suite  u,.  De 
plus  l’équation  (i)  montce  qu’en  divisant  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des 
fractions  qui  précèdent  par  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  dénominateurs,  on  aura  le 
rapport  très  simple  ^ , dont  le  numéra- 

V/rfr*  + r*</a* 

teur  renferme  la  troisième  inconnue  p au  premier 
degré.  Enfin  si,  ayant  égard  à l’équation  (3),  et 
après  avoir  multiplié  haut  et  bas  la  première  des  frac- 
tions par  d*r  — rdu‘,  la  seconde  par  rd*u-i~‘idudr, 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs , les  inconnues  r,  et  «,  disparaî- 
tront et  l’on  obtiendra  le  rapport 

</r* -t-r'rfa* 

r(drd‘u  — dad'r)  +(^dr*  -f-  f'^du})  du  ’ 

T.  1.  * c 
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qui  servira  immédiatement  au  calcul  des  trois  in- 
connues. Cet  exemple  suffit  pour  montrer,  dans 
tous  les  cas , la  marche  à suivre.  Il  èst  bien  choisi, 
car  rébmination  que  nous  venons  de  faire  aurait  été 
trop  pénible  par  d’autres  procédés. 

Les  théorèmes  sur  lesquels  reposent  cette  mé- 
thode d’éliminatioU  de  M.  Cauchy  sont  d’ailleurs 
évidents , car  des  équations 


on  tire 
1» 


a". 

3“. 


En  faisant  ressortir  ce  que  j’ai  trouvé  de  neuf 
et  de  vraiment  admirable  dans  les  travaux  de 
M.  Cauchy,  j’ai  accompli  un  devoir  sacré,  j’ai 
répondu  au  premier  besoin  de  mon  cœur.  Qu’il 
me  soit  permis  en  finissant  d’exprimer  ma  recon- 
nmssance  à quelques  savants  qui  m’ont  été  gran- 
dement utiles  par  leurs  bienveillants  conseils  ou  par 
leurs  écrits  : à M.  Lacroix,  le  doyen  de  cette  géné- 
ration de  géomètres  qui  a conquis  tant  de  gloire  à 
notre  France  i et  qui,  par  ses  ouvrages  si  répandus, 


a -h  a' -h  a" 

-t-  etc. 

a a a 

• — ■'  -r-  f*tf'  • 

b^b'  + b" 

etc. 

b~  b' ~ b"  ' 

ax  a’x'  a”x" 

fl»  -f- et'  — f-  fl "n  * (2  ij' 

bx~b' 

~ b"  *"  ~ 

bi-i-b'*'-h  b"x''~  b~ 

a*  a'* 

fl** 

fl*^-fl'*  -f-  fl"* -4- etc. 

a ' a'  a" 

b~b'~V' 

...  = ± 1 

/a*  -t-  a'*-(-fl"*-(-etc. 

V b*  -h  b'^  -hb"'  +(Ac.' 
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fut  mon  premier  maître;  à M.  Poinsot,  qui  nous  a 
donné  dans  sa  Statique  un  modèle  incomparable  de 
rédaction  claire  et  précise  que  les  auteurs  de  trai- 
tés classiques  doivent  s’efforcer  d’imiter;  à M.  Co- 
riolis,  dont  la  modestie  profonde  égale  le  grand 
savoir,  et  qui  a bien  voulu  me  confier  des  notes  ma- 
nuscrites sur  le  Calcul  différentiel  qu’il  avait  rédi- 
gées pour  l’École  Polytechnique.  Je  dirai  mieux 
dans  l’introduction  au  Calcid  intégral  tout  ce  que 
je  dois  à MM.  Sturm  et  Liouville , qui , jeunes  en- 
core, se  plaçant  au  premier  rang  des  analystes,* 
préludèrent,. par  d’élégants  Mémoires  qui  leur  ont 
ouvert  les  portes  de  l’Âcadémie  des  Sciences,  aux 
importants  travaux  par  lesquels  ils  soutiennent  si 
dignement  l’honneur  du  premier  corps  savant  de 
l’Europe. 

Paris,  95  noTembrc  1840. 
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Page  ao,  ligne  i,  au  lieu  de  teoond  facteur , tiiee  second  terme 
Page  3a,  dernière  ligne , au  lieude'dw={ — sin*  + V/" — i cosx), 
dw  = — w l/—  I dx,  liiet  dw  = (—  sin  x + 1/  — i cos  i)dx , 
dw  = tv  V' — I dx 

Page  37,  ligue  3,  au  lieu  de  F(x),  liiet  f{x) 

Page4a,  lignes  5 et  6,  au  lieu  de  x,  liiet 

Page  64,  Ugnea,  aulleude  pluspetit,  liiet  plusgraiid 

Page  71,  ligne  4,  au  lieu  de  tangx  liiet  arc  tangx 


Page  74,  iigne  dernière,  ao  lieude  f,...  , liiet 

Page  80,  ligne  14,  aulieude  ^ /,„s  = o 

Page  116,  ligne  ta,  au  lieude  J 

Page  ia8,  ligne  i , ou  «eu  ife  bd^d^d[u,  liiet  Mj^d^d' u + etc. 

Page  i53,  ligne  18,  aulieude  +Iq,  liiet  + ni, 

r I T 

Page  i56,  ligne  10,  ao/ieo  ifc  F(x)l  ' I 

,uet 

Page  »79,  lignes  19,  ao,  aa,  au  lieu  de  rcos  («—«,),  lisez  r,  cos  («— u,). 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

l■RI^C.Il'RS  généraux  et  APPLICATIONS  AN ALYTIQUE.S. 


PREMIÈRE  LEÇON. 

Dôfinîtionb.  — Iles  variables  et  dos  fonctions  continues  ou  discontinues , 
explicites  ou  implicites,  simples  ou  composées.  — Dos  limites  des 
runctioiis.  ~ DériviNi  et  diflcrontielle.  Objet  du  Calcul  différentiel. 


1 . On  nomme  quantité  variable  celle  que  l’on  considère 
comme  devant  recevoir  successivement  plusieurs  valeurs 
dilFérentes  les  unes  des  autres.  On  appelle  au  contraire 
cpiantité  constante,  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
lixe  et  déterminée.  Lorsque  des  grandeurs  variables  sont 
tellement  liées  entre  elles  tpic  les  valeurs  d’une  ou  de 
quelques-unes  étant  données  on  puisse  en  conclure  toutes 
les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  grandeurs  exprimées 
au  moyen  d’une  ou  de  plusieurs  d’entre  elles  qui  prennent 
le  nom  de  variables  indépendantes;  les  autres  grandeurs, 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépicndantes , sont  ce 
qu’on  appelle  des  fonctions  de  ces  variables. 

2.  Les  fonctions  sont  explicites  et  s’expriment  à l’aide 

des  notations  = F(ac),  y = f (x),  •*  = F(x,_;j'), 

3 =/(x,  j),  U = F(x,  J,  z),  U =f(x,jr,  z),  quand 
les  valeurs  des  variables  dépendante.s  sont  données  immé- 
diatement par  des  équations  résolues  ; elles  sont  impli- 
cites lorsque  les  variables  dépendantes  sont  liées  aux 

T.  I.  1 
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variables  indépendantes  par  des  é({uaiions  non  résolues 
=o,  f(x,j)  = o. 

Il  est  important  de  remarquer  que  si  deux  fonctions 
sont  représentées  par  la  même  caractéristique  F ouf,  ou 
y,  ou  etc. , elles  sont  formées  de  la  même  manière  au 
moyen  des  variables  qu’elles  renferment. 

3.  Les  fonctions  se  divisent,  i°  en  fonctions  simples  ou 
composées  suivant  qu’elles  résultent  d’une  ou  de  plusieurs 
opérations  effectuées  sur  les  variables;  2“  en  fonctions 
algébriques  rationnelles  ou  irrationnelles  lorsqu’elles  ré- 
sultent des  cinq  premières  opérations  de  l’algèbre,  et  en 
fonctions  transcendantes. 

4.  Une  fonction  = F (ar)  est  continue  lorsqu’à  cha- 
que valeur  de  la  variable  répond  une  valeur  unique  et 
Unie  de  la  fonction,  et  que  de  plus  un  changement 
iuliniment  ptetit  h = Ax  dans  la  valeur  de  la  variable 
indépendante,  produisant  dans  la  valeur  de  la  fonc- 
tion un  changement  Ay  infîniment  peti  t,  la  différence 
Ajr  ~ F(x  -\-h)  — F(x)  =F(ar-(- Ax)  — F(x)  est  inC- 
niment  petite.  Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plie la  fonction  est  discontinue.  On  appelle  ici  infini- 
ment petite  une  quantité  très  petite  qui  a o pour  limite, 
qui  peut  décroître  indéfiniment,  sans  s’arrêter  à un,e  va- 
leur appréciable,  ou  une  quantité  que  l’on  peut  concevoir 
])lus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Les  changements 
Ax,  Ay  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  on  les  désigne 
cependant  toujours  sous  le  nom  d’accroissements. 

Lorsqu’une  première  variable  dépend  d’une  ou  de 
plusieurs  quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d’une  ou 
de  plusieurs  autres  variables,  on  dit  que  la  première  va- 
ri.ible  est  fonction  de  fonction.  Exemple  : si  l’on  a 

Z sera  une  fonction  de  fonction  <le  x. 
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6.  Ou  appelle  en  p;ëiiéra!  limite  d’uiie  Idnetion,  la  va- 
leur vei's  laquelle  elle  converge  lorsque  la  variable  dont 
elle  dépend  converge  eUe-mème  vers  une  valeur  déter- 
minée. Cette  limite  peut  se  présenter  d’abord  sous  une 
forme  indéterminée,  et  pour  la  calculer  il  faut  souvent 
recourir  à divera  artibees.  Ainsi,  par  exemple,  les  fonctions 

, . j L(  I d-x) 

jr  = (I  X)  1 y = . ^ se  présentent  pour  jr  = o 

sous  les  formes  indéterminées  i®,  |,  et  acquièrent  ce- 
pendant, pour  la  valeur  o donnée  à la  variable,  les  va- 
leurs fînies  e = 2,  71828...;  Le  = ^,  a étant  la  base 
' la 

du  système  de  logarithmes  désignés  par  L,  et  1 représen- 
tant les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  se- 
rait e ou  les  logarithmes  népériens  et  hyperboliques.  La 
considération  de  ces  deux  limites  étant  extrêmement  im- 
portante, nous  donnerons  ici  la  preuve  de  leur  existence 
et  le  moyeu  de  les  calculer. 

La  variable  x en  convergeant  vers  o,  ou  plutôt  - en 

convergeant  vers  l'infini,  }>eut  admetti’e  des  valeurs  posi- 
tives entières  ou  fractionnaires,  ou  des  valeurs  négatives.  * 
Examinons  d’abord  le  premier  cas. 

Si  - = m,  m étant  un  nombre  entier,  on  aura 
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lorsque  x est  très  petit  ou  m très  grand , tous  les  termes 

du  second  membre  sont  positifs,  la  limite  de 
est  donc  un  nombre  plus  grand  que  2.  De  plus  le  second 
membre  croîtra  certainement  si,  après  avoir  négligé  les 
I 2 3 

termes  négatifs, , , on  remplace  chacun 

m m m 

des  dénominateurs  3,4,  5...  etc. , par  un  dénominateur 
plus  petit  2 ; nous  aurons  donc 


Um.{  i+x)'<l2  + 4--hT“l“‘r  + iT+*  • • 

I 

La  limite  de  ( i 4-x)'  est  donc  comprise  entre  2 et  3.  On 
la  désigne  par  la  lettre  e , et  l’on  aura  de  e , qui  est  une 
quantité  incommensurable , une  valeur  très  approchée  en 
donnant  à m une  très  grande  valeur;  en  supposant,  par 
exemple,  m = i 000  000 , on  trouve , à un  centr-millième 
près,  e = 2,71828. 

Si-  est  un  nombre  fractionnaire , il  sera  compris  entre 

X 

deux  nombres  entiers  consécutifs  m et  n = m -4-  i , et 

I 

l’on  aura 

r m 

I 

L’expression  ( i -h  sor®  donc  évidemment  renfermée 
entre  les  deux  suivantes  : 

- 
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Quand  x décroît  îiidéGnimcnt , ou  quand  ni  et  n croissent 
l’infini,  les  deux  quantités  ^ conver- 

gent l’une  et  l’autre  vers  la  limite  c,  tandis  que  les  expo- 
sants I -î-^,  I -H^approchentindéfinimentdclaliniitc  i; 

• I I 

il  en  rosulteque  les  deux  expressions  ^ 1 + —^  , ’ 

I 

et  par  suite  l’expression  intermédiaire  (i  -1-  x)*  conver- 
gent encore  vers  la  limite  e. 

Enfin  si  x devient  négatif,  i-|-x  sera  plus  piuit  que 

1 , l’on  pourra  poser  i -|-  x = — ' — , « étant  une  quan- 

tité  positive  qui  converge  elle-même  vers  zéro,  et  l’on  * 
trouvera 

' l±l  f 

(n-x^=(i-t.-)  - =L(i+-rJ 


puis  en  passant  à la  limite , lim.  ( i -)-  xy  = e. 
Considérons  maintenant  l’expression  — ^ 

On  a ^ , 

donc 

1.  — lim.  ( I -f-j)'  1 = lar, 


lim. 


ou,  en  vertu  d’un  théorème  connu, 

% 

L(i-t-x)  I 

•m  } ! A'  


lira. 


kl’ 
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et  par  suite 


lin,.  = 

X Ir 


On  trouvera  aussi  que  le  rapport  — — a pour  limite  l'u- 

uitéj  lorsqu’on  fait  converger  x vers  la  limite  o.  En  ellet, 
sinx  est  plus  petit  que  l’arc  x;  l’arc  à son  tour  est  plus 
petit  qüc  tangx  puisque  le  triangle  formé  par  la  tan- 
gente , la  sécante  et  le  rayon  R , et  qui  a pour  mesure 
ÿR  tang  X,  est  plus  grand  que  le  secteur  correspondant 
yRx. 

On  a donc 


sinx  X 

X ^ X 


smx  smj; 

X tanga: 


sma; 

X 


Or  cosx  à la  limite  est  égal  à i,  donc  le  rapport 

toujours  compris  entre  deux  quantités  qui,  à la  limite, 
sont  toutes  deux  égales  à l’unité,  aura  lui-même  l’unité 

pour  limite,  et  nous  aurons  lim.  — = t • 

1 — 

se  présenté  quand 


1 • f(-^' 

7.  Le  rapport  ■=— — 

\ X 


X 

-ia;)— F(x)  ^ 


on  fait  X = O sous  la  forme  indéterminée  - et  acquiert 

néanmoins  en  réalité  une  valeur  finie,  qui  est  en  général 
une  fonction  nouvelle  de  x,  et  exprime  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x la  tan- 
gente à la  courbe  ^=F(x),  au  point  x,  j-.  Celte  fonc- 
tion nouvelle,  limite  du  rapport  de  l’accroissement  de  la 
fonction  à l’accroissement  de  la  variable  indépendante, 
prend  le  nom  de  dérivcp  et  se  désigne  par  l’une  desnota- 

tionsy  ou  F'(x)  = lim. 


^=Ür>  — E(^) 


hx 


àx 


tt.  Puisque  le  rapport  — a pour  limite  F'(x),  il  faut 


AX 


qu’il  dillbre  de  F'(x)  d’une  quantité  e qui  s’évanouisse 
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avec  Ax,  on  aura  donc 


F(jr-f-‘i-r) — F(x) 

A j:  .AX 


F'{-r)+*. 


et  par  suite 

AJ^  = F(x+Ax)— F(x)=?  AxF'(x)  + I AX  = .r'AX-t-«  AX. 

Le  premier  terme  de  raccroissemeiit  Aj  ou  le  produit  do 
la  dérivée  J’'  par  l’accroissement  Aor  de  la  variable  indé- 
pendante, s’appelle  la  différentielle  de  la  fonction  j"  cl  se 
désigne  par  la  notation  dy,  de  sorte  que  l’on  a identi- 
quement 

I 

dy  —^àx  ==  F'(x)ax,  'ou  même  dy  =z  ydx  — F'(x)r/x, 

parce  qu’il  suit  des  déKnitions  données,  que  la  dilléren- 
lielle  dx  de  la  variable  indépeudaiitc  est  égale  à sou  ac- 
croissement. 

La  différentielle  sera  d’dilleurs,  en  général,  une  quan- 
tité finie  ou  infiniment  petite,  suivant  que  l’accroisse- 
incnt  Ax  = dx  sera  lui-uiénie  fini  ou  infiniment  petit. 
Quand  Ax  est  infiniment  petit,  e doit  l'étrc  aussi,  puisque 

A Y 

le  rapport  — doit  alors  différer  infiniment  pCu  de  sa  li- 
mite^'; on  peut  donc,  dans  l’équation  — £,'né- 

gliger  e par  rapport  à la  quantité  finiej^',  ce  qui  donne 
Ay=yAx=dj  , d’où  l’on  conclut  que  la  différentielle, 
lorsqu’elle  est  infiniment  petite,  est  sensiblement  égal»;  à 
l’accroissenient  de  la  fonction  et  réciproquement. 

9.  La  recherche  des  dérivées  et  d»;s  différentielles  des 
fonctions  simples  et  composées,  l’application  des  pi-oprié- 
tésde  ces  différentielles  et  de  ces  dérivées  .à  diverses  ques- 
tions d’analyse  et  de  giiométrje,  forment  robji;t  du  calcul 
différentiel. 
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DEUXIÈME  LEÇON. 


Calcul  det  dérlTéea  et  des  dilTërentiellea  des  fonotiona  slmplea. 


10.  La  dérivée  et  la  différentielle  d’une  quantité  cons- 
tante sont  nécessairement  milles. 

On  trouvera 

Ar  Ai 

I”.  Pour  jr=a+x...  — =—  = i,... 


donc  lim.  ^ = i , dy  =/dx  = dx  , 

AX 

AJ-  . 

a®.  Pour  y=a — x,..  — — — — — — '••• 

AX  AX 

y = — I,  dy=ydx=  — dx-. 


Ar  flAx 

3”.  Pour  r=«x... — = = a... 

AX  AX 

y xsi  a,  dy  = ydx  — adx ; 


4®.  Pour 


tl- 

AX 


X-f-AX 


<1 

X 


AX  (x-i-Ax)x' 

a . . adx 

y=^-,dy=ydx=-—; 


5®  Pour  y=x*.  . 


Ajr  (x-f-Ax)* X* 


AX 
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posons 


AX 


= «>  {>+•)* — 1=^» 


a et  6 seront  deux  quantités  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  Ar,  et  nous  aurons 


AX  m 


l’équation  (i+a)"  — i = ê donne 

(l  + «)•  = I -4-ff,  l(i  -f- ff)  = al ( I + a); 


or  les  deux  expressions  ^ j — - et  ' ' ' convergeant 


sions  et  — fi — - 1 

» b 

toutes  deux  vers  la  limite  i , nous  pouvons  poser 

m b 

y et  (J  étant  encore  des  quantités  qui  convergent  vers  la 
limite  o;  ces  deux  équations  jointes  à celle  qui  précède, 
donneront 


C t + ^ r ^ 

-=a — ; — , lim.  - = a, 

m I-+-7  « 


et  par  suite 


lim  — = y = ax*~’,  dy  —y'dx  = ax*~*<lr; 

AX 

de  sorte  que  dans  tous  les  cas , pour  avoir  la  dérivée  d’une 
puissance  de  x , il  faut  la  multiplier  par  son  exposant  et 
diminuer  ensuite  cet  exposant  d’une  unité  ; 

6“.  Pour  y=a‘,  ^ = “- r:F— = 0 t 


AX  Ax 


Ax' 


posons  — I = « , d’où  Ax  = L ( i + a),  nous 


Digllized  by  Googlc 
I 


lo 

aurons 


et 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


= fi* 


a* 


Ax  L(i.+«)  L(i+«)’ 


= — =a^la,  dy=.y'dx-z=.a‘\u<U\ 

sia  = e,  j=e^,  on  aura  y = e',  dy  = e^dx\  la  déri- 
vée de  est  cette  même  exponentielle  ; 


on  T L(x-|-Aj:)  — I-r 

7®.  Pour  ^ = Lx,  

posons 


ùx 


üx 


Ax 


— = «i  d’où  ilx=aXy 


il  vient 


tZ  = Lhil±Û; 


Ax  X » 


^ X ilo’ 


Ax 


J hedx  dx 
^^=—=^a' 


si  a—e,  /=lx,  on  aura  y = -,  dy  = —• 

X X 


O''.  ro«r  r=siDx,  — = — 
’ ûx 

Ax  ’ 

en  posant 

X + Ax  = a-{-  b. 

X = a — b. 

d'où 

1 ^ 
a =x-| , 

2 

II 

sin(x  + ùx) — sinx=:sin(rt-t-ù) 

1 — sin(fl — Aj^zasin/yTos^? 

» 

. Ax  / Ax \ 

= 2 sin  — cos(  X H 1 , 

2 V 2 / 
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il  vient 


. Aæ 
sin — 
a 


_ cos( x+—\  lira.  ^=/=cosx=sinrx+^y, 

A-^  Ax  \ a / Ax  \ a/ 

djr  =:  cos  xdx  ~ sin  ^ x + — ^ </x; 


Ar  cos(x-l-Ax)— cosx 

q“.  Pour  r = cosx,  — = 

^ Ax  AX 

et  par  une  transformation  semblable  à celle  qui  précède, 

. AX 

sut ^ . s 

— «U  + T j ’ 


àx 

a 


Iiro.^  = /'=  — sinx=  cos^x  + 

= — sin x«ix  = cos  ^x  + - ^ rfx; 

10®.  Pour  j^  = arcsinx, 


:=sinj,  cos/=  V^i  — X*,  Ax=  sin(j A/)  — sin 

AT 

I 


Ax  = asin^cos(r+Y)’  ^=7^^ 


5in—  cot 
2 


AT_^_  « _ 


lim.^=y 

AX 


I dx 

cos^~  \/i  — X*’  \/i  — X*’ 


II®.  Pour  = arc  cos  X,  x = cosj^,  sinj=\/i — x*, 

• • ( ^ï\ 

AX  =cos(/+  A.r)  — cos^=  — asm  — sin(  /+—  1, 
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Remarque.  Si  Ton  ajoute  les  différentielles  des  deux 
fonctions  arcsinx,  arccosx,  on  trouvera  o,  ce  qui  doit 
être , puisque  la  somme  de  ces  deux  arcs  est  évidemment 
égale  à une  quantité  constante  dont  la  différentielle  est 
nécessairement  nulle. 


ft 
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TROISIÈME  LEÇON. 

USriTcc«  et  difTérentielles  des  fonctions  de  fonctions,  des  fonctions 
composées  et  des  {onctions  implicites. 


11.  Supposons  que  .z  soit  une  fonetion  de  fonction  de 
Xi  déterminée  par  les  équations  z = F (y),  y =f{^x)  ; 
en  donnant  à x un  accroissement  Ax,  ^ et  z prendront 
des  accroissements  ^y,  Az , et  l’on  aura 


^ _ F(r+Ar)— F(r)  _ F(r+^r)— F(r)  ^ 


ùx 


ùtX 


Ajr 


ùx’ 


à la  limite , le  premier  facteur  devient 

évidemment  la  dérivée  de  z , prise  par  rapport  ky,  comme 
si  y était  variable  indépendante  ; désignons  cette  dérivée 
par  z'j , nous  désignerons  par  z'^  la  dérivée  de  z prise 


par  rapport  à x,  ou  la  limite  du  rapport  le  deuxième 

facteur  ^ a pour  limite  la  dérivée  ouj^  de  j"  prise 
par  rapport  à x;  nous  avons  donc  en  dernier  résultat 

Ainsi  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonction , est  égale 
au  produit  de  deux  dérivées,  l’une  z',,  prise  par  rapport 
ky,  comme  si  était  variable  indépendante,  et  l’autre^'', 
prise  par  rapport  à x.  En  désignant  par  d,z,  d^z,  d^y  les 
diflérentieUes  de  z prises  par  rapport  à x et  à et  de  ji' 
prise  par  rapport  k X,  on  aura  , n”  8,  en  vertu  des  déli- 


Digitized  by  Google 


l4  CALCUL  niFFÉRENTIEL. 

nitions  admises, 


d,z  = z'j<£r,  d^t  — z'^dy,  d,y  z=  y' ,dx  — y' dx , 
et  par  suite 

djy  ^ i _if  d, r J 
dx~dy'dx'  dx  dy’dx 

On  est  convenu  de  supprimer  les  indices  x,  et  d’écrire 
■ simplement 


dz 

dx 


dz 
dy  ' 


dx' 


dz  dz  dy 

Tx'^=Tylx‘^' 


en  laissant  aux  dénominateurs  cZr,  dy , désormais  insé- 
parables des  numérateurs,  à désigner  que  les  dérivées  sont 
prises  tantôt  par  rapport  à y , tantôt  par  rapport  à x. 


dz 


Ainsi  — n’est  pas  proprement  une  fraction  ; mais  im  sym- 


bole, une  notation  qui  indique  la  dérivée  de  z prise  par 
rapport  ky.  On  écrit  cependant  souvent  dz  = ^ ~ dx, 

au  lieu  de  ^ ^ dx , parce  que  le  second 

membre  indique  sufiisammeut  par  sa  forme  que  la  diffé- 
rentielle du  est  prise  par  rapjjort  à x. 

Si  l’on  avait  i/  = F(z),  z=/(j),  j=(jp(x), 

on  aurait  de  même 


AH_  F(z-t-Az)— F(z)  ^ f{y+^r)—f(y)  A/ 

, AX  AU  ’ \y  Ax' 

Les  trois  facteurs  du  2'  membre  ont  respectivement  pour 
limites  les  dérivées  z‘ ,,  y\  de  u par  rapport  à x,  de 
Z par  rapport  k y,  de  y par  rapport  à x;  on  aura  donc 
u';r  = w . • ^ y 'y  X 1 et  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonc- 
tions est  toujours  égale  au  produit  des  dérivées  de  toutes 
les  variables  prises  chacune  par  rapport  à celle  qui  la  suit 
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OU  cloiil  i;lle  dépend  imraédialenieiU,  conuue  si  elle  élait  , 
variable  indépendante.  En  admettant  les  nutations  précé- 
dentes , 011  aura 

c/j«  d,u  djZ  d,y 

dx  dz'  dy'  dx  ' 

que  l'on  écrit  simplement 


du  du  dz  dy  du  dz  ±d.r 

dx  dz  dy  dx  dz  dy  dx 

dppUcutions.  1°.  Z — y,  z'  = y , dz  — 

Z — a , 


) étant  une  fonction  de  j:,  on  aura^ 


^ 

dx  tlx' 


dz  = ± dy. 


une  constante  ajoutée  à une  fonction  ne  change  rien  à sa 
dérivée  ou  à sa  dillérentielle,  et  par  conséquent  deux  fonc- 
tions qui  ne  dillèrent  que  d’une  quantité  consUntc  ont 
la  même  différentielle  et  la  môme  dérivée. 

dz  dy  , dy 

3“  ^ = dz  = a-dx  = udy. 


On  dilférentic  sans  avoir  égard  à la  constante  qui 'reste 
siiuplemcnt  eu  facteur. 

a dz 


U dy  " / 

dz  dy 

J “—J  y 


y'<tx 


dz  — a y 


dr  • . 

i dx=.ay‘  'dy  \ 


dx 
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(i".  z=\/y—yT,  ilz=-r  ’ <ly,  dz  = 

’ -i-V  y 

La  (JilU;rt“iiliellc  d’un  radical  du  second  degré  csl  donc 
lon  jours  égale  à la  di(l’ér<înlicllc  delà  quantité  sous  le  radi- 
cal divisée  par  le  double  du  radical. 


tlz  tly 

z=(fi^  dz  — uf\adr\ 

dx  dx 

..  . \ dy  , \ dy  t 


liz 

IhT 


-,  dy 

»).‘’2  = sinr,  dz-=iço%y~dx:=zco%ydr\ 

dx 


3=COS^, 


dz 

dx 


: — sin  — S\ny-^tlx=:  — sin^v/>  ; 


dz 


= arcsinr,  — — 

dx 


^ dx^ 

t 


<h' 


dz: 


U 

i2“.  Z = arc  COS/,  — = — 


i/r~ 

rf3= 

l/l— v/i— /■ 


La  règle  générale  est  donc  de  diflëreiitit;r  comme  si  y 

était  variable  indépendante,  puis  de  substituer  à — ou 

dx 

à dj  , leur  valeur  en  x tirée  de  l'équation  j-  = J'{x). 

12.  On  calcule  avec  non  moins  de  facilité  les  dérivées 
et  jes  diflérentielles  des  fonctions  composées, 
i**.  Pour  U = Z dzy,  on  trouve 

^x~^x^^x•  ~dr~^  ~di—7fx' 

La  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  fonctions  est  égale  à la  somme  ou  .à 
la  différence  d(>s  dérivées  ou  des  différentielles  de  ces 
fonctions. 
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a".  Pour  U = zj , 


(34-i=)(r+<i,)  ) — \r  , , ‘•X  A 

— = =3 \-r  — + — A3  , 


&x 


àx 


ax 


àx 


,.  Aî/  , rf«  rfv  tlz  , , 

lim. =U  = — = 3- — — 3»^+ V3  . 

&x  dx  dx  dx  ■ 


Plus  généralement  si  w — vuzy...^  on  trouvera 
dw 

**'  = uzr...  i''+  r3_)-...  tt'  -|-  vuy...z'  -J-  vuz...y  + etc.  ; 

div  = uzy. . . rfr  -f-  . . du  -}-  vny. ,.dz  vuz. . . + etc.  ; 

e’cst-à-dire,  que  pour  avoir  la  dérivée  ou  la  dillércn- 
tiellc  d’un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  dilféren- 
ticllc  et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

Ou  peut  arriver  d'ime  autre  manière  à cette  conclusion. 
En  ertet,  récjualion  ie  = vuzy...  donne  . 


ai'  z=  p’u’z'y...,  1h’’  = le’  1m’  -f-  I3’  + 1^’  -j-  etc.  ; 


en  diflerentiant  les  deux  membres  de  <-clte  équation  iden-' 
tique,  on  trouve 

du'  dp 

«'  P 

d(v—  uzy...dp  -\-PZY...du  -p  puy...dz  Puz...dy  -\-cic. 


du  dz  dy 

1 1 h etc. , . 

H ^ y 


Nota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  e,  //, 
Z,  y...  seraient  négatives. 


Exemples  : 

3".  Pour  m: 


AU  , 

hm.  — = M 3= 

AJ  «• 


3 = .rlx , 


3 =:  j“c 


Z AM / Z +AZ  t àx  “ax 

Ax~Vr+A/  yj  AX  ~ y{y+  &y)  ’ 

du  yz/  — 3v'  , ydz  — zdy 

— — ■ • _ 

X‘  X' 


T 
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La  (lidërentielle  d’une  fraction  est  donc  égale  au  déno- 
minateur multiplié  par  la  diiTérentiellc  du  numérateur, 
moins  le  numérateur  multiplié  par  la  diflérentielle  du 
dénominateur,  le  tout  divisé  parle  carré  du  dénominateur. 
On  pourrait  arriver  au  même  théorème  de  la  manière 
suivante  : 

L’équation  u — - donne 


1«"  = lz>  — I/’ , 


du 

U 


dz 

Z 


du 


4“.  Pour  u=  jr', 


lu=zz\f, 


du dy 

u~  X 


-\-dz\y, 

« 


du=:x‘  '{^ly+yhd^]- 


13.  On  peut  déduire  de  l’examen  de  ces  divers  cas 
particuliers  la  règle  générale  suivante  : pour  dilTérentier 
une  fonction  composée  quelconque,  il  suffit  de  difléren- 
tier  tour  à tour  par  rapporta  chacune  des  fonctions  dont 
elle  est  formée,  comme  si  les  autres  étaient  constantes, 
*et  de  faire  la  somme  des  quantités  ainsi  obtenues.  En 
vertu  de  cette  règle  , les  équations 


v = uyz,  u=x‘,  « = .r*, 

donnent  bien  , 

dv  ■z=yzdu-{- uydz-{- uzdy , du  = y*~' (zdy yXytlz), 
du  “ I -f-  Ix)  dx. 


. sin  X , coix  , . sin’x  , 

Âpplicat.  r = tangx= , «r  = dx-\ dx. 


dy. 


cosx 
dx 


cos’x 


cos  X 

r=cotx  = -; , dy 

sm  X 


cosx  cos’x 

(i  -1-  tang*x)dx; 

cos’  X 


sin  X 


sin  X 


dx  — ■ 


sm’  X 


dx 


dy  ■=  — _ f I _i_  cot’x)  dx  ; 

sin’x  ' 
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sin  r 


'9 


t = arc  tan^  X , or  = tang/  : 


cos^- 


<Uz= 


_ ‘h 


cos’  y 


fiy  — dx  cos’^  ; 


dx 

+7’’ 


lix 


r=arccotjr,  dy  •=  — dxsm' y — . 

l+jr’ 

Si  l’on  a plus  généralement  « = F (/,  z)^yctz  étant 
deux  fonctions  quelconcjues  de  x,  d’après  la  règle  ci-dessus 
énoncée , la  différentielle  du  se  composera  de  deux  par- 
ties v l’une  sera  la  différentielle  de  F(j,  z)  prise  par  rap- 
port à J*  comme  si  z était  constant,  différentielle  que 
l’on  peut  et  que  l’on  doit  désigner  par  la  notation 

^ dx,  ou  simplement  ^ l’autre  sera  la diffé- 
dydx  ^ dy  ^ 

rcntielle  dz  de  F(_y,  a)  prise  par  rapport  à z comme 


du 


si  y était  constant;  on  aura  donc  du  dy  ■ 


du 

dz 


dz 


or  cette  équation,  qui  est  d’ime  très  grande  importance 
dgns  la  recherche  des  différentielles,  peut  se  démontrer 
facilement  comme  il  suit.  En  effet , donnons  à x un  ac- 
croissement Axjjr,  z,  U prendront  des  accroissements 
Ay , Az , Au , et  nous  aurons 


+ 


4u_F(/-+-V,  z+àz)—F(y,  ^)_F(y-t-^y,  z)—F(y,  z)  ^y 

4X  ^X  ùy  àj: 

F(/-f-ay,  z -f- Az)  — T{y  + \y,z)  ^ 

&x‘ 

En  passant  à la  limite,  le  membre  devient  - “ ; le 

dx 

i"  terme  du  a' membre  ^ ^ produit  de^-^  par 

la  dérivée  de  F(j^,a)  = u prise  par  rapport  h y,  comme  si 
/était  seul  variable,  et  z constant.  Pour  mieux  connaitie 

a.  . 
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ce  que  sera  à la  limite  le  second  facteur,  faisons  d'alxird 
Ay  = O,  il  devient 

F (y,  Z -+-  ùz)  — F(r,  z)  iz  _ 
iii  ax  ’ 

et  si  l’on  y fait  de  plus  Az  = o,  on  voit  évidemment  que 
ce  terme  à la  limite  est  bien  le  produit  de  par  la  déri- 
vée de  F(j',  z)  prise  par  rapport  à z,  comme  si  z était  • 
seul  variable,  et  y constant.  ÎVous  avons  donc  réelle- 
ment 

f/u  rftt  f/r  du  dz  , du  , du  ' 

— = — " -I — ; et  du  ■=  — dy  dz  . 

dx  dy  ilx  dz  dx  dy  dz 

Si  l’on  avait  tv  = F(j,  z,  m,v,...),  on  trouverait  de  la 
même  manière 

. du’  , dtv  (•/«■  dw  . 

dw  XX  — dy  — dz-\ — --  du — de  -j-  etc. , 

dy  ' dz  du  de 

et  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour  la  dif- 
férentiation des  fonctions  composées,  se  trouve  rigou- 
reusement démontrée;  c’est-à-dire  que  pour  obtenir  la 
différentielle  d’une  fonction  composée,  il  suffit  de  diffé- 
rentiel' tour  à tour  par  rapport  à chacune  des  fonctions 
composantes,  et  de  faire  la  somme  des  différentielles 

ainsi  obtenues.  Ces  différentielles  -7- ^/y,  -r^z,  — du, 

dy  • dz  du  - 

— //e,  s’appellent  les  différentielles  partielles  de  la  fonc- 
dt>  ^ 

tion  F(j,  z,  U,  e,...). 

Exemple  : si  u = F (sin  x , cos  ,r) , en  posant  sin  x =y, 

cos  X — z,  on  aura 

, du  du  . 

du  ——  cosxf/x — sin.cf/x: 

dy  dz 

et  si  K = cos”.r-}-sin’x, 

du  = — 2 cos  xsin  2 sin  x cos  xdx  = o . 

ce  qui  doit  être  puisque  cos’x  q-sin’.r  = 1. 
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U.  II  reste  à déterminer  les  dérivées  et  les  dilléreii- 
lielles  des  fonctions  implicites. 

On  a déjà  vu  que  si  deux  fonctions  de  x , et  z 
sont  identiquement  égales,  c’cst-à-dirc  ofT'rent  toujours 
la  même  valeur,  quel  ([ue  soit  x , l’équation  y z=  z en- 
iraine  les  suivantes 

r-|-ir=s+ia,  — = — , » =2) 

AJ"  AÆ 

les  dérivées  et  les  dillérentielles  de  ees  l'onelions  seronl 
donc  aussi  toujours  égales.  De  plus,  si  luie  fonction  de  x 
est  nulle  identiquement,  c’est-à-dire  quel  (jue  soit  x,  sa 
dérivée  et  sa  dillérenticlle  seront  encore  identiquement 
nulles.  En  effet,  l’équation  identique  =:  F (x)  = o , 
donne 

r-f-  V = 4-  aat) — F(x)  = O,  Ajr  = o,  — = O, 

SX 

dy, 

— =_r'=o,  dy  = o. 
dx 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  implicite  tjuelconque 
donnée  par  l’équation  « = J'’(jr,  ^)'=  o.  Si  dans  cette 
équation  l’on  substituait  à y la  valeurj>^  =J'(x)  qu’oii  en 
retirerait  en  la  résolvant,  l’étjuation  résultant  de  la  substi- 
tution, F[x,  y(x')]i=o,  serait  identiquement  nulle  ou  serait 
vérifiée  quelle  que  fût  x , sa  différentielle  et  sa  dérivée  se- 
raient par  conséquent  nulles  au.ssi.  Si  donc,  en  considé- 
rant y comme  tenant  la  place  de  sa  valeur  en  jc , on  • 

diflërentie  l’étjuation  F(x,  _^')  = o,  il  faudra  égaler 
cette  différentielle,  à o;  or  l’équation  F {x,  y)  — o n’est 
qu’un  cas  particulier  de  l’équation  u = F (j',  z),  cidui 

où  ii  = o,  y = JXx')  , Z = x \ différentielle  sera  donc 

« 

du  du  , du  du 

- dx  -I dy , et  nous  aurons  -,  dx  -f — - rfv  = o , 

dx  dy  dx  dy  ' 
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Q2 

d'où 


du 


du 


dy  dx  ^ djc  . 

dy  dy 

Il  est  donc  facile  dans  tous  les  cas  , sans  résoudre  l’équa- 
tion F (a:,  J’)  = O,  d’obtenir  la  dérivée  ^ , ou  la  difle- 

rentieUe  dy  ; il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées  du 
!*'■  membre  tour  à tour,  comme  si  x et_^  étalent  variables 
indépendantes  ; le  quotient  de  ces  dérivées  pris  en  signe 

contraire  donnera  la  dérivée^;  en  le  multipliant  par 

dx  on  aura  la  différentielle  dy. 

Exemple: 


y^-\-x^—Zaxyz 

donc 


^ = 3x*  — iay , 
dx 


du 

dy 


= 3j'’  — 3oj:; 


X* — ay  ay — x* 


dx 

a'  Exemple  : 
du 
dx 

donc 

dy  __yxr- 


ax  y'—ax 


du 


y—xr  = o,  —=y^ly—yxr-’,  — = xy--‘—xnx; 

— r'I/  y‘—^yly 


dx  xy*~'—x/lx  x'  — xy\x' 

Nota.  Dans  les  équations  qui  précèdent,  aux  notations 

— , on  substitue  souvent  les  notations  équivalentes 

dx  dy 

rfF  rfF 

dx  ’ dy 


t 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

Des  dérivées  et  ditléreutielloâ  sur.ccssivot».  — Chari^metit  dv  la  variable 
îndependante.  — DifTérentielics  des  fonctions  ima(;ioaircs. 


15.  La  dérivée  d’une  fonction  queleoiKjue  F (x) 
étant  généralement  une  nouvelle  fonction  de  x,  elle  aui’a 
aussi  sa  dérivée  et  sa  ditléreiitielle , et  l’on  conçoit  que 
d’une  fonction  donnée  F(x)  on  jvourra  déduire  en  géné- 
ral une  suite  de  fonctions  nouvelles,  dont  chacune  sera 
la  dérivée  de  la  précédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont 
ce  qu’on  nomme  les  dérivées  des  divers  ordres  de  y ou 
F (x),  et  on  les  Indique  à l’aide  des  notations 

y, y./" y-'y 

ou 

r(x).  F"(x),  F*(jr)....  F(»--)(x\  FC")(x). 

Ainsi  ou  F'(jj)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la 
fonction  proposée  _j^  = F(x);j/'ouF"(x)  sera  la  dérivée  du 
second  ordre  de  y et  en  même  temps  la  dérivée  dupi'emier 
ordre  de  J''...  Enfiu  ouF*"^(x)  {n  désignant  un  nombre 

entier  quelconque)  sera  la  dérivée  4c  l’ordre  n de  y et  en 
même  temps  la  dérivée  du  premier  Ordre  de  etc. 

16.  Comme  la  diflércntielle  dy  =y'ilx,  d’une  fonc- 
tion de  la  variable  x est  une  autre  fonction  de  cette  va- 
riable, on  pourra  la  différencier  plusieurs  fois  de  suite, 
et  l’on  obtiendra»de  cette  manière  les  dillérentielles  des 
divers  oidres  de  la  fonction  y.  Il  semble  qu’il  faudrait  les 
désigner  par  les  notations  d.dy,  d.d.dy.  . . d.d.d.d.dy\ 
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mais  on  est  convenu,  pour  abréger,  de  les  écrire  de  la 
manière  suivante 

rf/,  rf’r,  t/\y,  d\r, . . . <l“y. 

Il  existe  entre  les  dérivées  et  les  dilléi-entielles  successives 
des  relations  remarquables  cjui  jx-uvent  cependant  être 
regardées  comme  le  résultat  de  certaines  conventions. 

Pour  cab'ulcr  d'y,  il  faut  dillérentier  l’expression 
dy  =ydx\  or  dans  cette  expression  on  regarde  le  facteur 
dx,  qui  est  l’accroissement  arbitraire  Ar  attribué  à la 
variable  O.' dans  la  première  dilféi'entiation , comme  in- 
dépendant de  cette  variable,  et  il  l’est  en  elfet,  comme 
ne  variant  pas  avec  elle  : y'dx  = F'(u:)<ir  est  donc  un 
produit  dans  lequel  le  facteur  dx  est  constant,  et  dont  on 
obtiendra  la  déi’ivée  en  donnant  à x un  nouvel  accrois- 
sement Ar,  et  prenant  la  liinilc  de  la  quantité 

dx  F'i'j:) 

limite  qui  est  évidemment  égale  ky'dx  : telle  est  donc  la 
dérivée  de  dy,  et  si  l’on  convient  de  prendre  le  second 
accroissement  Ar  égal  au  j)remier  la  din'érentielle 
de  dy  sera  «ît  l’on  aura 

d'y  — y'dx' . 

Eu  procédant  delà  même  manière,  on  aura  successive- 
ment 

d^y  = d.y"dx'=z  dx'dy"-=zy"dx^,  d^y  z=.y""dx^ . . . d"y  —j^’'')dxf' . 

La  dill'ércntielle  de  l’ordre  quelconque  n <;st  donc  égale 
à la  dérivée  de  l’ordre  n multipliée  par  la  puissance  , 
dod',  de  l'accroissfmient  arbitraire  attribué  à la  variable  x, 
et  réciproquement  la  dérivée  de  l’ordre  n,  y''"'*,  est  le  coef- 
iieient  par  lequel  il  faut  multiplier  la  n'”'""  puissance 
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a5 


de  dx  = Ao:,  pour  obleiiir  la  diirércntielle  de  l’or- 
dre n.  C’est  pom-  relie  raison  quej-<")  est  quelquefois  ap- 
pelé le  coefficient  dillérenliel  de  l’ordre  n. 

Appliquons  res  principes  généraux  d’abord  aux  fonc- 
tions simples  : 

i“.  ^ = <1  4-x,  / = I,  /'=  O,  y"  = O...J-W  z=  O, 

dy=.cix,  d‘y=o,  d^y  =:  o.  . .d''y=  o', 

2“.  y = a—x,  y'=—i,  y"=o,  y"=zo . . y(.'')=  o, 
dy^-^dx,  d’y  — O,  d^y  ■=  o . . .d^y  — o\ 

3°,  y = ax,  y = a,  y"  = O, . . .y^"'>  =0, 

dy  -=2  adx ^ d’y  =z  o.  , , d’y  ==  O ; 

4“.  y = - = ax~‘ , ■/  = — ax~’ , y"  =-f-  2ax~^ . . . 

X 

yM  =( — i)"i.2,3.  . + 

d’y  = ( — i)"i.2.3...  nax~  ( " + ■ ’idx". 

Le  coefficieut  ( — i )"  exprime  que  la  dérivée  est  accom- 
pagnée du  signe  — quand  n est  impair,  et  du  signe  -|- 
quand  n est  pair. 

5".  y x=  x’,  y =z  ax’~' , y"  z=  a \^a  — i )xf~’ . . . 
jW  — a (a — • ) («  — 2 ).  . . (a—  « -f-  • 
d’y  = a(a  — i)...(rt  — «ri-  i )x’~’dx’. 

Cette  dérivée  de  l’ordre  n ne  sera  Jamais  nulle  si  a est  un 
nombre  fractionnaire  ou  une  quantité  négative,  mais  elle 
s’évanouira  si  a est  un  nombre  entier  m , <|uand  n sera 
égal  à m I.  Ainsi  la  dérivée  et  la  diÜ'érentielle  de  l’or- 
dre (m  -I-  i)  de  x"‘  sont  nulles;  la  dérivée  de  l’ordre  m 
est  la  quantité  constante  m(m  — •)  ("*  — 2). . . i,  ou 
I .2.3. . .m. 

6".  y — y — = à’Xa’ . . . , y’)  ■= 

, d^’'!y  = a’Xa’dxf'. 

Si 

a=  e,  y ■=!  tf . . . , y.’^  =±  c*.  . . , — c’dx’ , 
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lûules  les  dérivées  de  e*  sont  cette  même  exponentielle 
l^es  dérivées  successives  de  = e"*,  sont 

J'  y = + e~‘. . . 

et  l’on  a 

dy  = (_  I Yc~‘dx''. 


r 


I ^ * 

. , 2.3. . . _ l)x-<‘da^ 

X** 

8“.  j'=sinx,  y = sin(^x  + î),  /' = sb  j... 

sin  (x-^nŸj  n’a  que  quatre  valeurs  dilTérentes;  n en 
effet  ne  peut  avoir  qu’une  des  formes  suivantes  ; 

4w,  4"»  + »,  4to+3. 

Dans  le  premier  cas 

sin^x  j =sin(x  ri.2TO»-)  = sinx; 
dans  le  deuxième  cas 

sin^x  + /J =r sin  ^x  + 2«iti  + cosx; 
dans  le  troisième  cas 


sin^x  + J = sin  (x  + imx  -f-  x)  = — 


sin  X ; 
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dans  le  quatrième  cas 

sin^x  + z=  sin  ^x4-  ^ a)  ~ cosx. 

Les  dérivées  de  sinar  n’oflrent  donc  que  quatre  valeurs 
qui  se  reproduisent  périodiquement. 

9”.  J'  = cosx,  = cos^x  y’  — cos^x-|*a^^.  • • 

= cos  ^x  + /I , d(")jr  = cos ri"  ” 

Ici  encore  les  dérivées  n’ont  que  quatre  valeurs  distinctes, 
cos X , — siu X,  — cos  X,  ■+■  sin  x,  qui  se  reproduisent 
périodiquement. 

I 3 

io“.  X ~ arcsinx,  y = (i  — x')”‘> , /"  = x(i  — x*)""» , 
y = (i+ax*)(i— x*)""^,  etc.; 

1 1®.  j’-=arcco8x,  y= — (i— ^x*)“  >,/"= — x(i-^*)~> , etc. 

17.  Quand  Z était  une  fonction  de  fonction,' déterminée 
par  les  équations 

s = F(r).  X =/(*), 

nous  avons  trouvé 

, </*  dz  dx 

dx  dx  ' dx' 

en  différentiant  une  seconde  fois,  et  remarquant  que  ^ 
est  une  fonction  de  ^ une  fonction  de  x,  nous  au- 


rons 


d'z  d'z  dx‘  dz  d'x  , d^z  dz 

dx'  dx'  dx'  dx  dx'  ’ * dx^^^  dx'^ 
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I]iie  troisième  diirérentialioii  doiiiierail 

d dy^  d'z  dy  d'y  dz  d V 

dx^  dy^  dx^  dy'  dx  dx'  rfr  dx*  ’ 

Exemple:  î = 1/,  = sinx. 

On  trouve 

dyzxicoixdx,  d'y— — sinxrfx’,  d^y  = — cosxdx^, 

dz  I i d'z I I d}z  2 2 

dy  y siox  ’ dy'  y'  sin’x’  dy^  y^  sin’x  ’ 

dz  — d.  I sin  X = — A-  dx,  d'z  = rf* . 1 sin  x — . ■ — , 

sinx  sin'x 

dH  = rfMsinx=  dxK 

sin^  X 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à suivn> 
dans  tous  les  cas  particuliers. 

18.  Supposons  enfin  que  u soit  une  fonction  composée, 
ou  que  l'on -ait 

u = Y{y,  z),  y = <p{x),  z=x{^}- 

Nous  avons  trouvé 

, du du  dy  du  dz 

dr  dy  dx  ' dz  dx  ’ 

Difi’érentions  une  seconde  fois,  en  nous  rappelant  que 

7^,  sont  des  fonctions  immixliatcs  de  r et  de  z , et  des 
dy  dz 

fonctions  de  fonctions  de  x , tandis  (nie  -f- , j-  sont  ■ 

* dx  dx 

seulement  fonctions  de  ar;  de  plus,  désignons  par  les  no- 

. d'u  d’it  , ....  , du  du  . , 

tâtions  — - les  derivecîs  de  ---,  — prises,  la  pre- 

dzdy  dydz  dy  dz  ' * 

mièrepar  rapport  .à  z,la  deuxième  par  rapport  .à  /,  ou  ce 
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qii’oii  obtient  en  diflférentiant  i<  d’abord  par  rapport  à j", 
puis  par  rapport  à z,  ou  en  premier  lieu  par  rapport  à z, 
et  en  second  lieu  par  rapport  à y,  nous  montrerons  plus 
tard  que  ces  deux  quantités  sont  égales , ou  qu’on  a 


d‘u 


li'u 


dzdy  dydz 

d'il  dy'  du  d'y 


cela  posé,  nous  trouverons 


d'il 

dx' 


d'à  dy  dz  du  d'z 

2 -f- 


d'à  dz' 


dy'  dx'  dy  dx' 

. d'à  . .du  , d'u  , . du  , d'it  . 

il'ii  = -^dy'  •■\--—d'y-\-i~  ^ dzdy ~ d'z dz' . 


dzdy  dx  dx  dz  dx'  dz'  dx'  ' 
du 

dz  ' dz' 


dy'  ■ dy-^  dzdy 

Pour  difl'érenlier  une  troisième  fois,  ou  désignerait 

d^u  d^u  , , , . . , • . d'u  d'u 

par  -7—, — , — les  derivees  des  quantités  -y—  , - . , 

dzdy''  dydz'  * dy''  dzdy  ' 

prises  pour  la  première  par  rapport  àz,  pour  la  seconde 

par  rapport  à z et  à y,  pour  la  troisième  par  rapport  à y . 
Kous  prouverons  aussi  plus  tard  que  ces  dérivées  offrent 

d^u  d^u  d^u 


seulement  deux  valeurs  distinctes 


d^u 

dydz' 


d^u 

dz'dy 


dzdy'  dy'dz  dydzdy' 


d^u 


dzdydz 

crire  la  valeur  de  ou  de  d'u. 
dx' 


: dès  lors  il  serait  facile  d'é- 


F.xemples  •.  a = j-z , / = sin  x , z = cos  x , 

dy  = cos  .zdx , 
dz 

du  du  d'u  d'u  d’u  d'u 

dz' 


: cos  .vdx , d'y  = — sin  xdx'  .Æk 

: — sin  xdx , rf>z  = — cos  xdx' 


dy  ' dz  dy'  ’ dz'  dzdy  dydz 

du  — z cosxrfx  — y sin  xdx  = cos’  xdx  — sin’  xdx , 
d'ir=  — cosxsinxrfx’  — i cosxsinxiir’  — cosx  sin  x dx', 

ou  eniin 

d'u—  — 4s'»xcosx  <ir’.  ^ , 

On  trouvera  facilement,  d’après  ce  qui  précède,  que  les 
dérivées  des  fonctions 


= I . 
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u=y  — Z,  M = rt/ -J- />z  + etc  , 

U = flx"  -f-  bx'‘~'  cx"“' . . . + px'  qx  r, 

sont 

d*[y  + z)  = d’y  + rf"z,  d <•'0  [y  — z)  ■=  d"y  — d’z, 
d''[ay  + 4z  + etc.. .)  — ad^y  bd"z  + etc. , 
rf" ( axf  + bx^'  + ..•)  = 1.2,3..  . nadx" , 
d "+■  ( ar*  + bx^‘  + etc.  ) = o. 

La  dinférentiellc  d’une  sonune  ou  d’une  diflerence, 
est  donc  encore  égale  à la  somme  ou  à la  diflerence  des 
différentielles 

19.  Scolie.  Reprenons  les  équations 

quand  x est  variable  indépendante  on  obtient  immédia- 
tement les  dérivées  et  les  diflTérentielles  successives  en  re- 
gardant dx  comme  une  quantité  constante,  mais  si  x 
cesse  d’étre  la  variable  indépendante  et  devient  fonction 
d’une  autre  variable,  dx  sera  aussi  une  fonction  de  cette 
variable,  et  en  diflérentiant  plusieurs  fois  de  suite  les 
deux  équations 

y=f{x),  / =/'(x)  = g..., 

étayant  égard  aux  règles  ci-dessus  établies,  on  trouve 

f'{x)dx,  d'y  z=f"{x )dx'  -\-f  ( , 

rf  /"(x)rfxî  -f-  Zf’\x)dxd'x  + f'{x)d^x. 


>'=^  r"=d.  — -. 

rfx’  ^ dx 

dxd'r  — dyd'x 


r=d.- 


dx^ 


dxd'y  — dyd'x 
~dx^  ’ 


dx 

dx[dxd  ^y — dyd  )- — 3^/’x  ( dxd'y — dyd'x) 

dx’’ 
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Ainsi,  1°  pour  passer  du  cas  où  la  variable  xest  varia- 
ble indépendante  au  cas  où  elle  cesserait  de  l’étre,  il  suf- 

lit  de  substituer  aux  valeurs^,  etc.,  des 

ax  dx^  dx^ 

dérivées  y,  y", . . . les  nouvelles  valeurs  données  par 
les  équations  qui  précèdent  ; 2°  pour  revenir  au  cas  où  x 
serait  variable  indépendante,  il  suffit  de  supposer  la  diffé- 
rentielle dx  constante,  et  par  suite  d‘x=o,  rf’x=o,  etc.; 
on  retrouvera  eu  effet  de  cette  manière 

, d'y  „ d^y 

^ — dx''  ^ ~ dx''  ^ ’ 

3®  dans  ces  substitutions  ou  dans  ces  changements  de  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  du  premier  ordre  est  la 

seule  dont  l’expression^  reste  la  môme , de  sorte  que  les 

formules  qui  ne  contiendraient  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  conserveront  seules  la  môme  forme  dans  tous 
les  cas. 

20.  Pour  obtenir  les  dérivées  ou  les  différentielles  suc- 
cessives d’une  fonction  implicite  donnée  par  l’équation 
« = F (x,y)  = O,  on  pourra  partir  de  l’équation 
du  du 


dy dx 

dx  du 


dx 

dy=--dx. 


' dy  dy 

qui,  dilférentiée  plusieurs  fois,  donnera  immédiatement 
les  dérivées  et  les  différentielles  cherchées;  mais  il  y a 
souvent  de  l’avantage  à déduire  ces  différentielles  des  équa- 
tions que  l’on  obtient  en  différentiant  de  nouveau  l’équa- 
tion 


du 

dx 


, ,du 

dx  -r-  dy  — O. 
dy  • 


Dans  cette  équation  comme  dans  toutes  celles  qu’on  en 
déduit,  les  dérivées  partielles^,  etc.,  seront. 
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»‘M  {’éiiéral , di>s  fonctions  de  x et  de  y ■ fonction  im- 
pli«"ite  y,  au  contraire,  et  ses  dilférenticlles  dy , d'y, 
(Py,  etc.,  doivent  être  supposées  tenir  la  place  de  leurs 
valeurs  en  x ; dans  cette  livpothèsc  les  premiers  membres 
des  équations  .sont  identiquement  nuis,  et  il  faudra  tou- 
jours égaler  leurs  diilérentielles  à o.  On  trouvera  de  cette 
manière 

d’n  d'u  dr  d' U dy'  du  d'y 

dx'~^  dx  dyiix  dr'  dx'~^  dr  dx'  ’ 


d^u 

fTP' 


d^u  dy 


du  d^y 
dy  dx^ 


dx  ’ d y dx 

On  a (piclquefois  aussi  besoin  de  prendre  les  dérivées 
et  les  diilérentielles  des  fonctions  imaginaires  <pic  nous 
supposerons  toujours  ramenées  à la  forme  h -f-  e — i , 
U et  F désignant  des  fonctions  réelles.  Cela  posé,  si  l’on  ap- 
pelle limite  d’une  <‘\pression  imaginaire  variable  ce  que  de- 
vient cette  expression  quand  on  y remplace  la  partie  réelle 
cl  le  coellicient  de  1/  — i par  leurs  limites  rc.spectives, 
et  si,  déplus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  dé- 
finitions données  pour  les  diilérentielles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles , on  reconnaîtra  que  l’équation 
IV  = M 1/  — I entraîne  les  suivantes  : 


/ A(V  Ak 

Ah'  = Au  -4-  A(>  K — 1 ) = T— 

A.r  Ax 


Al' 

Ax 


d<v  = du  »1-  dv  \/  — I ; 

de  sorte  que  pour  dill’érentier  une  fonction  imaginaire,  il 
faut  opérer  comme  si  la  fonction  était  réelle,  en  regar- 
dant!/— 1 comme  un  coefficient  constant.  Cette  règle 

s’étend  évidemment  aux  dérivées  et  aux  dilférenticlles 

« 

successives. 

Exemples  : «’  = cosx  -|-  f/ — i sinx, 

dtv  = { — sinx-f-V/ — ‘1  cosx),  div  — — «’V/  — T tlx. 
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Relations  qui  existent  entre  les  fonctions  réelles  d^lne  seule  variable 
et  leurs  dérivées  ou  difTcrentielles  do  divers  ordres. 


2i.  Soient  Ar,  les  accroissements  siraultanés  des  . 

variables  x ety  = F (.r),  le  rapport  ^ ayant  pour  limite 

la  dérivée  y’,  finira,  quand  Ar  sera  assez  petit,  par  avoir 
le  signe  de  sa  limite,  et  sera  par  conséquent  positif  si  la 
dérivée  est  positive,  négatif  si  la  dérivée  est  négative. 
Dana  le  premier  cas,  les  différences  infiniment  petites 
Ar,  Ar,  étant  de  môme  signe,  la  fonction  y croîtra  pu 
diminuera  en  môme  temps  que  la  variable  jr;  dans  le  se- 
coud  cas,  ces  dilfércnces  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires,  la  fonction  y croîtra  si  la  variable  ,r  diminue 
et  décroîtra  si  la  variable  x augmente. 

Corollaire  i®''.  Concevons  que  la  fonction  = F (x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  et 

que  l’on  fasse  croître  la  variable  x par  degrés  insensibles 
depuis  la  première  limite  jusqu’à  la  seconde,  la  fonction 
F(ar)  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer,  ou  de 
diminuer  pour  croître,  qu’autant  qlie  la  dérivée  F'(x) 
passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif.  11 
est  essentiel  d’observer  tpie  dans  ce  passage  la  fonction  d^ 
rivée  deviendra  nulle , .si  elle  ne  cesse  pas  d’être  continue, 
et  infinie  si,  sans  cesser  d’êln;  toujoui's  réelle,  elle  est 
discontinue. 

Corollaire  a®. , .Supposons  que  la  fonction  = F {x) 
s’évanouisse  pour  la  valeur  particulière  ,r„ , et  demeure 

3 
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continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  on  aui-a 
F(x„-+-Ax)=:  axF'(x„) -J-«„  : 
en  supposant  donc  que  la  valeur  Ar=  x diflere 

très  peu  de  , 

F(Xo  + Ax)  = F(x)  sera  positif  si  F'(x„)>q, 

F(x„  + âx)  = F(x)  sera  négatifs!  F'(x„)<;o. 

22.  Soient  F(x)  et  f(x)  deux  fonctions  réelles  de  x 
qui  restent  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  entre  les 
limites  x et  x h-,  supposons  d'ailleurs  que  la  fonction 
dérivée  de  la  seconde  y' (x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  dont  il  s'agit,  ou  qu'entre  ces  limites  la  foiuv 
ùonj'(x)  aille  toujoiu^  eu  croissant  ou  toujours  eu  dé- 
croissant, le  rapport  des  deux  dillérenccs 

F(x  + A)-^F(x),  /(x+A)_/(x), 
sera  égal  à l'une  des  valeurs  que  prend  entre  les  limites  X 
et  x-i-A  le  rapport  des  dérivées  F (x),  /'(x),  c'est-à-dire 
qu’en  désignant  par  0,  un  nombre  plus  petit  que  Tunité, 
on  aura 

F(x  + A)  — F(x)_  F'(x-He.A) 

/(x  + A)_/(x)  ~ /'(x-f-fl,à)’ 

Démonstration.  Soit  A la  plus  petite  et  B la  plus  grande 
des  valeurs  que  prend  le  rapport  entre  les  limites  x 
et  X -|-  A ; les  deux  diflerences 

F'(x)_^  F'(x) 


■A. 


B, 


/'(xj  /'(x)- 

seront  de  signes  contraires  ; il  en  sera  de  même  de  ees 
deux  autres 

F(x)^A/'{x),  F'(x)-B/'(x). 

puisque/'  (x)  est  constamment  de  même  signe  : or  ces 
deux  dernières  différences  sont  les  dérivées  des  deux 
fonctions  , 

F(x)_A/(x),  F(x)— B/(x); 


Digitized  by  Google 


CIMQUIÈMF.  LB«,:OK.  35 

l’une  »lc*  ces  i'oiictions  sera  donc  croissante  et  l’autre  dé- 
croissante, et  par  conséquent,  si  de  ce  que  devient  cluH 
cune  de  ces  deux'  fonctions  on  retranche  ce  qu’elle  était, 
lesdifl’érences  ainsi  obtenues 


f (x  q-  A)  - F (x)  - A [/(^  -i-  A)  - /(x)] . 

F (x  -H  A)  - F (x)  _ B [/(x  + h)  -/(x)], 

seront  l’une  positive  et  l’autre  négative;  et  parce  que 
J'{x  + h)  — est  par  hypothèse  une  quantité  tou- 
jours positive  ou  toujours  négative,  les  deux  différences 


F(xq-A)  — F(x) 
/(x-+-A)_/(x)  • 


F(x-4-A)-F(x)  - 

/(x-f-A)-/(x) 


seront  encore  nécessairement  de  signes  contraires,  et  par  ' 

conséquent  le  rapport  rr yV-;  , plus  grand  que 

/(x-l- A)— /(x) 

A,  plus  petit  que  B,  sera  compris  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  du  rapport^,  De  plus,  si , 

comme  nous  l’avons  supposé,  lc!s  fonctions  dérivées  sont 
elles-mêmes  continues , pendant  que  x passera  de  la 

valeur  x à la  valeur  x -|-  A , le  rapport  ^77^  passera 

par  toutes  les  valeurs  inter/nédiaires  entre  A et  B ; or 

F(x-I-A)  — F(x)  , , . . 

-,  . est  une  de  ces  valeurs  intermediaires; 

/(x_-f  A)— /(x) 

il  existe  donc  une  valeur  de  x de  la  forme  x O,  A propre 
à vérifier  l’équation 


F(x-4-A)  — F(x)_  F(xq-6.A) 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 


/(xq-A)— /(x)-/'(xq-6,A)’ 

Corollaire  i"'.  En  posant,  dans l’é(juation  qui  précède. 


x = x„ 


011  a 


F (Xo  q-  A)  — F (x„)  _ F' (x„  q- 9, A) 
/(x„q-A)— /(.r.)  /'(x:q-6,A)’ 

3.. 
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et  si  les  deux  fonctions  F (x)  et  J'{x)  s’évanouissent  pont 

T{x„  -h  h) F'  (xq  + t>,/i  ) 

6, A )' 

i 

Corollaire  i.  Supposons  que  les  fonctions  ne  s’éva- 
nouissent plus  pour  X = X, , mais  que  leurs  dérivées, 
celles  de  la  seconde  restant  toujours  positives  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  x,  et  x„  -+-  /i,  s’évanouissent 
seules,  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n — i inclusivement, 
quand  on  donne  à x cette  valeur.  En  appliquant  suecessi*- 
vement  à ces  dérivées  la  deuxième  équation  du  corol- 
laire i",  c'tquation  qui  s’étend  à toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  énoncées,  on  aura 

/'(x„+0./,)  -"/"(x„-|-M) 

_ F(  — 1 (x,  + 6._. A ) _ F(-)  (x„ -P  £i  A ) 

et  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  i'’’, 

F(x„-t- A)^F(x.)  F<”)(xo-hOA) 
/(x,-i-A)— /(x„)  /(-){x„-pOA)’ 

Si  les  fonctions  s’évanouissaient  en  même  temps  qu«-  leurs 
dérivées,  on  aurait  » 

F(x„-|-A)_  FW(x.+ÛA) 

/(x„-t- A)-/(-)(x„4-eA)’ 

et  en  posant  x„  = o,  A = x , 

F (x)_  Ft")(8x) 

7>)“/W(0x)’ 

Corollaire  S.  Les  conditions  des  théorèmes  précédents 
seront  toutes  vérifiées  si  l’on  prend  h assez  petit , pourvu 
que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  s’évanouissi'nt , (|uand 
11  le  faudra,  potir  x = x„  ; en  effet,  le.s  déi'ivées  de  la 
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seconde  fonction  ne  changeront  pas  de  signe  dans  l’inter- 
valle inGniment  petit  de  x^à  x„  h. 

Les  conditions  relatives  à F (x) ‘seront  aussi  remplies 
si  l’on  prend  f(x)  = (x  — ‘l’où  • 

/'(x)  =z  7i(x  — X„)^',  /"(x)  =n(n  — i)(x  — x„)""',. . . 
/("-')  (x)  = /i(« — i)(n  — 2). . . a(x — x„), 

/(")(x)  = I .2.3. . . /I  = /(")  (Xo-\-6/i). 

Si  donc  les  dérivées  de  F (x)  jusqu’à  celles  de  l’ordre 
n — I inclusivements’évanouissentpour  x=Xo,on  aura 

F (x„ -t-  A)  - F ( X.)  = (-Tn  + OA), . 

et  en  faisant  w = i , ' . 

F(x. -f- A)  — F(x„)  = AF' (x„ -4- OA). 

Si  F (Xo)  s’évanouissait  aussi,  011  aurait 

F(x„+A)= F(")  (x„+  OA). 

' ' 1.2.3. ./I  ' 


Lorsqu’on  fait  x„  =o,  /i  = x,  les  équations  qui  précèdent 
deviennent 

F(x)~F(o)= 


1 .2.../1 


F(»)(0x),  F(x)  — F(o)  = xF'(0x), 


23.  L’^uation  déjà  obtenue  | ■.  rciiferuie 

. , .... 

un  théorème  dont  voici  l’énoncé  : si  deux  fonctions  F (.c) 
et  J (x)  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées,  s’évanoui.ssent 
pour  x=  O avec  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  l’ordre 
n — I inclusivement  ; si  de  plus  les  n premières  dé- 
rivées de  la  seconde  sont  toujours  positives,  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  b et  .r,  la  valeur  du  rapport 
des  fonctions  .sera  une  valeur  intee-médiairc  du  rajiport 
des  dérivées  n'""".  On  peut  doniuu'  de  ce  théorème  im- 
portant une  démonstration  directe  cl  très  simple. 


f 
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Supposons  d'^oFd  que  les  deux  fonctions  s'évanouis- 
sant seules  pour  x = o,  Ia  dérivée  première  f'{x)  de  la 
seconde  conserve  constamment  le  même  signe,  ce  qui 
exige  que  la  fonction  f{x)  soit  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante,  et  par  suite  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  puisqu’elle  s'évanouit  avec  x.  Dans 
cette  hypothèse,  désignons  par  A la  plus  petite,  et 
par  B la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  rapport  des 

dérivées  entre  les  limites  o et  x,  les  deux  quan- 

F'(x) 


/'(^) 
F'(x) 


tités  77-7-T  — A,  -ttW  — B,  seront  de  signes  contraires, 
/ W / W ; , 

et  il  en  sera  de  même,  puisque  y' (x)  ne  change  pas  de 

signe , des  différences  P (x)  — kf  (x) , P (x)  — B f'{x) , 
de  sorte  que  des  deux  ' fonctions  F (x)  — AJ'Çx)^ 
F (x) — B f(x)  dont  ces  différences  sont  les  dérivées. 
Tune  sera  toujours  croissante,  l’autre  toujours  décrois- 
sante, ou,  ce  qui  revient  au  même, puisque  ces  fonctions 
s’évanouissent  aussi  toutes  deux  avec  x,  l’une  sera  posi- 
tive et  l’autre  négative  ; les  quotients 


F(x)-  A/(x)_F(x) 

/{^)  f{^) 


A. 


F(x)-B/(x)_F(x) 


B, 


7(^)  A^) 

seront  encore  de  signes  contraires,  paix»  que  f(x)  ne 
change  pas  de  signe,  et  il  restera  démontré  que  la  valeur 
du  rapport  des  fonctions  est  comprise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  valeurs  du  rapport  des  dérivées.  De 
plus,  si  l’on  fait  passer  la  variable  de  la  valeur  o â la 

valeur  x,  le  rapport  continu  passera  par  toutes  les 

valeurs  intermédiaires  entre  A et  B:  or,  comme  on  l’a 

prouvé,  est  une  de  ces  valeurs , il  existe  donc  une 

valeur  de  x de  la  forme  ÛiX,  0^  désignant  un  nombre 
compris  entre  o et  1 , propre  à vérifier  l’équation 
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F(x)_  F'(O.x) 


. Si  les  deux  dérivées  premières,  secondes, 


troisièmes,  quatrièmes,  etc. , jusqu'à  l’ordre  n — i inclu- 
sivement, s’évanouissent  à leur  tour  avec  ja,  en  appli- 
quant aux  dérivées  ce  que  l’on  a dit  des  fonctions , on 
trouvera 


F'  ( 9,  x)  _ F"(  9.  x)  _ F'  (.«3  x)  _ FC)  (9x  ) 

/'(0.x)-/*'(9.x)-/'(93x)  - •••■  “y'c;(9x)* 

, F(x)  FC)(9x) 

et  par  conséquent  ^ =71^)- 

En  changeant  dans  l’équation  qui  précède  x eu  /t, 
F(A)  et /(A)  en  F(Xo-|-A)— F(x„),  /(x„+A)— /(x,), 
et  supposant  que  les  dérivées  des  fonctions  F(x),y'("*') 
s'évanouissent  pour  x = Xo,  jusqu’à  l’ordre  n inclusive- 
ment, on  retrouverait  l’équation 

F(x„+A)  — F(x„)_  FC)(x.-+.fià) 

/(x„  -I-  A)  -/(  X.)  ~ /'"> ( 4-  e*  ) ’ 

et  si  F(x,)  = O, /(x„)  = O, 

F(xo-f  A)_FC)(x,-p6A) 

/(x.  + A)  /C)  (xo-p  *A)' 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  des  n°’  qui  précèdent 
peuvent  donc  être  déduits  l'un  de  l’autre  ou  démontrés  • 
séparément. 

Nota.  Les  équations 


F (x.  + A)  — P (x„)  = AF'  (x,  -I-  9A) , 

F(x-|-A)— F(x)z=AF'(x-l-9A),  F(x)— F(o)==xF'(flx),  * ’ 


supposent  seulement  que  la  fonction  F (x)  et  sa  dérivée 
F'(x),  sont  respectivement  continues  entre  les  limites  x„ 
et  Xo  -F  X et  X -f-  A,  o et  x,  ce  qui  arrivera  toujours 
quand  A ou  x seront  des  quantités  infiniment  petites. 
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Application»  do»  premiers  principes  du  Calcul  différentiel  k diverses 
questions  d'analyse  od  il  n’entre  qu'une  seule  variable  indépendante. 


Première  application.  Détermination  des  'véritables 
valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  P une  des 
formes  indéterminées 


O 

O 


± , O X ± 06,  O”,  00",  ± I®. 

00 


24.  Supposons  que  deux  fonctions  réelles  de  x,  F(x), 
f(x),  s’évanouissent  pour  x = Xj,,  et  qu'il  en  soitde  même 
de  leurs  dérivées  jusqu’à  celle  de  l’ordre  n exclusivement, 
de  sorte  que  les  deux  dérivées  de  l’ordre  n soient  les 
premièresqui  nes’évanouissent  plus  à la  fois  pour  x = x„  ; 
en  désignant  par /tune  quantité  infiniment  petite,  nous  au- 

, F(x„  + à)  Fi»)(x„  + (iA) 
rons,  no 23, corollajres  a et 3, + ’ 

r • I F(Xo)  F(")(x„)  . 

et  par  suite , en  taisant  h = o,  p \ ; de  sorte 

, . , , F(x„)  . 

que  la  vraie  valeur  du  rapport  -zj — ^ qui  se  présente  sous 


la  forme  indéterminée  ~ , est  le  rapport  des  valeurs  que 
prennent  pour  x = Xq,  les  deux  dérivées  de  ces  fonctions 
qui , les  premières , cessent  de  s’évaueuir  à la  fois.  Si  l’une 
de  ces  deux  dérivées  s’évanouit,  la  vraie  valeur  du  rap- 
port sera  o ou  oo,  elle  sera  au  contraire  une  quantité 
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finie  si  aucune  des  dérivées  ne  s'évanouit.  Si  n = i, 
c’est-à-dire  si  les  dérivées  prémières  ne  s’évanouissent 
pas  à la  fois,  on  aura  ^ 

F(x„)_  F'  (x,) 

/(^o)  /'(■To)' 

Exemples  : pour  x = o , 


e*  — e~‘ c*-f-c  * sia*  X 2sinxcosx 

sinx  cx>sx  ’ X 1 


sin  X co$  X * r - 

— cos  X 

sin  X 

COS  X 

X*  IX  ’ 

X* 

~ /IX 

2 

X — sin  a:  1 — cos  x 

sin  X 

cosx 

1 

x*  3x* 

6x 

~ 6 “ 

'6’ 

e* — g~* — ax — a e* — e~‘ e*-J-e  * 

X — sinx  I — cosx  sinx  cos  x 


et  pour  X = I , 


I X 


I 

’ax' 


I X — 1 
a’  X*—  I 


: = - , etc. 

nx"~'  n * 


25.  Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions 
F(x),  f(x)  deviennent  infinies  pour  x = Xq,  les  deux 

quantités  ,,  ■./  . s’évanouiront  et  l’on  aura,  d’après 
F(x)  /(x; 

ce  qui  précède , pour  x = x„ , r 


» /'M 

F(xo)_/i:x„)_/(x„)*  _ F(Xo)*  /'(x„) 
/(*.)  “ I ~ F'(x„)  - /-(Xo)*  • F'(x„)  ’ 
F(x„)  F(x„)* 


d’où  , de  sorte  que  la  véritable  valeur  du 

A^o)  A(sc„)  ^ 

rapport  77^1  q«i  présente  sous  la  forme  indétermi- 
/(Xo  } 


I 

.1 

y 

‘i 

) 

1 

1 
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, CO 

éc  —,  coïncide  avep  la  valeur  correspondante  du  rap- 

nnr, 

P 7^r 

Exemple.  On  a pour  x = o , 


cotx 


sin’x  a sin  x cos  x 


, Ce  théorème  est  vrai  quel  que  soit  x,  ainsi  que  le  pré- 
cédent, et  il  le  sera  par  conséquent  j>our  x = oo. 
Exemples.  On  a pour  x = oo. 


X I 


L’exponentielle  l’emporte  sur  la  variable  x>,  ou  croit 
beaucoup  plus  rapidement. 


a”. 


if 

X 


Le  logarithme  eroit  moins  rapidement  que  le  nombre. 

Corollaire.  Si  les  dérivées  F'(x)  et  f'(x)  devenaient 
elles-mêmes  infinies  pourx=:Xo,  et  s’il  en  était  ainsi 
jusqu’aux  dérivées  de  l’ordre  n exclusivement,  on  aurait 


_ F(-)(x.) 

/-(x.)-/"(x„)  /<*>(Xo)’ 

et  par  suite 

F(x.)_FW(x,) 

/(Xo)  /'"Mx.)* 


La  vraie  valeur  d’un  rapport  qui  se  présente  sous  la 
forme  ^ coïncide  donc  avec  la  valeur  du  rapport  des 

dérivées  qui , les  premières,  ne  deviennent  pas  infinies  à 
la  fois  pour  x — x,. 
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Exemple.  On  a pour  x ==  oo  , et  en  désignant  par  n 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à a, 

X*  ..,(«•_« -J_  l) 

ë’  ~ xT-'e* 


c’est  toiÿours  l’exponentielle  qui  l’emporte. 

• 3°.  Si  le  produit  5 = F’(x).y(x)  prend  la  forme 

O X , sa  véritable  valeur  coïncidera  avec  celle  du  rap- 

F(x)  y (x)  . I « O 

port  ■ ^ ou  — — , qui  SC  présenté  sous  la  iorme  - ou 

7(ï)  FÎT) 


CO 


— , et  que  l’on  déterminera  facilement  à l’aide  des  mé- 


00 


thotlcs  précédentes. 

Exemples.  On  a pour  x = oo  , 


Ix _i_ ^ 

^ ~ e’  ~ xc?  ~ 


et  pour  X = P , 


_ Ix  x~ 


x*.lr  = ■ 


f!  — 

—T  «*”  • “ • a 

4“.  Enfin  si  l’exponentielle  j = F(x)/(*>  se  présente 
sous  l’une  des  formes  o’,  oo  *,  , on  aura 

IF(x) 

I f!  \ \XU  \ /(x)lF(a)  t/(xjl- 

U=/(x).lF(x),  sz=e  =«•'''  ; 

et  alors  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  5,  il  suffira  de 
calculer  la  vraie  valeur  — de  l’exposant  • 

FW/(*)  [/wr’ 

Exemples.  On  a pour  x = o , 

. Ix  X« 

X*  = c = ?; 
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pour  x=  ao  , 


I Ix  I 


pour  X = I , 

1 I (x)  I 


Deuxième  application.  Comparaison  des  quantités  in- 
Jiniment  petites  des  divers  ordres;  détermination  de 
r ordre  (T une  quantité  infiniment  petite,  etc. 


26.  Définition.  Désignons  par  a un  nombre  constant 
rationnel  ou  irrationnel , par  i une  quantité  inüniment 
petite , et  par  a un  nombre  variable.  Dans  le  système  de 
quantités  infiniment  petites  dont  i sera  la  base.,  une  fonc- 
tion de  i représentée  par _/'(/)  sera  un  infiniment  petit  de 

l’ordre  a , si  la  limite  du  rappoéf^^^  est  nulle  pour  toutes 

les  valeurs  de  a plus  petites  que  a,  et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  d^e  a plus  grandes  que  a. 

Corollaire.  Toute  quantité  finie  qui  ne  s’évanouit  pas 
ou  ne  devient  pas  infinie  pour  i ==  o , peut  être  regardée 
comme  un  infiniment  petit  de  Torde  o. 

Ces  définitions  admises  , si  Ton  désigne  par  n le  nom- 
bre entier  immédiatement  supérieur  à Tordre  a de  la 

quantité  infiniment  petite  f{i),  le  rapport sera  le 
premier  terme  de  la  progression  géométriouc 


/(O  /('•)  /('■) 

T“*  ’ TT 


m m 

:n-i  ’ :m 


qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i. 

De  plus,  on  aura  successivement 

lim./{i)=o,  /(o)=ro,  lim.'^^  = liin./'(i),  /'(o)=o, 
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lim.  ^ = lira.  ^ = lim. /»  = o. . . etc. , 

/■*  2J  1.2 

/('■)  , 


lim. 


lim.  ' 


/(■)(,-)  ^ /C)(0) 

,2.3 n 1.2.3.. ./i’ 

/('■). 

1"  ’ 


/<»)(o)=  1.2.3.. lim 


on  en  ronclura  que  les  dérivées  (i) 

.s’évanouiront  toutes  avec  i,  et  que  par  conséquent,  dans 
le  cas  où,  comme  nous  l’avons  suppo.sé , y (i ) est  un  in- 
Gniment  petit  de  l’ordre  a,  (i)  est  la  première  des 
dérivées  de  J" (i)  qui  ne  s’évanouit  pas  avec  i et  qui  cesse 
d'ètre  une  quantité  inGniment  petite. 

y»/  . ^ 

Quant  au  rapport  il  peut  avoir  Une  limite  G- 

nie,  ou  nulle,  ou  inGnie.  Ainsi,  par  exemple, 

i‘e‘,  -jj-,  /‘e'ii, 

sont  trois  quantités  inGniment  petites  de  l’ordre  a,  et  le 
quotient  que  l’on  obtient  en  les  divisant  par  *•,  savoir  > 


r‘ 

Î7’ 


c'il. 


ont  pour  limites  respectives 


t,  O, 

27.  THÉonÈMB  i"'.  Si  dans  un  système  quelconque  on 
considère  deux  quantités  inGniment  petites  d’ordres  dif- 
férents, pendant  que  ces  deux  quantités  s’approcheront 
indéGniment  de  o,  celle  qui  sera  d’iui  ordre  plus  élevé  G- 
nira  par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. * 

Démonstration.  Concevons  que  dans  le  système  dont 
la  base  est  i,  on  désigne  par  A = y(i),  B = F(i)  deux 
quantités  inGniment  petites,  la  première  de  l’ordre  a la 
seconde  de  l’ordre  A,  et  supposons  a < i : si  l’on  attribue 
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à a une  valeur  c;omprisc  entre  a et  les  deux  rapports 
—,  — auront  pour  limites  respectives,  le  premier  j ou  oo, 

le  second  o,  et  par  suite  le  (|uoticiit  de  ces  rapports  ou 

B * 

la  fraction  - aura  tme  limite  nulle,  la  valeur  numérique 

du  numérateur  B décroîtra  doirc  beaucoup  plus  rapide- 
ment que  celle  du  dénominateur  A , et  cÆttc  dernière 
finira  par  devenir  constamment  supérieure  à l'autre. 

28.  THÉORfeME  a*.  Soient  a,  b,  c,.  . . les  nombres  qui 
indiquent  dans  un  système  déterminé  les  ordres  de  plu- 
sieurs quantités  inflniment  petites,  et  a le  plus  petit  de 
ces  nombres,  la  somme  ou  la  différence  des  quantités 
dont  il  Vagit  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  i la  base  du  système 
adopté,  soient  de  plus  A,  B,  C, . . . . les  cpantités  don- 
nées, la  piximière  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  b...-, 
le  rapport  de  la  somme  ArbB;t;Crt:.,.à  la  quantité 
* B C 

A,  savoir,  i rt  - ± - ±i. . . aura  pour  limite  l'unité, 
B C 

parce  que  les  teimes  ^ ^ > <l«ns  lesquels  les  numérateurs 

sont  des  infiniment  petits  d'urt  ordre  plus  élevé  que  les 
dénominateurs,  ont  o pour  limite;  et  par  conséquent  le 
produit 

A±B±C±... 


aura  la  même  limite  «pie  le  rapport  — : et  puisque  ce  der- 
nier rapport  a une  limite  nulle  ou  infinie , sftivant  qu'on 
suppose  « <C  «s  ou  « ^ a,  on  pourra  en  dire  autant  du 
A±B±C±:. ..  , 

rapport  — ; donc  A ±;  B ±i  C ± . . . sera 

une  quantité  infiniment  petite  de  l'oixlre  a. 
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O11  coiiclui'a  facilemtMit  de  ce  qui  prëi'ède,  que  pour  de 
très  petites  vajeurs  numériques  de  la  base  i,  la  somme  ou 
la  différence  de  plusieurs-  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  ({ue  leurs  ordres  forment  une  suite 
croissante,  a constamment  le  signe  de  sou  premier  terme. 

29.  Théorème  3‘.  Dans  im  système  quelconque  dont 
la  base  est  i,  le  produit  de  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites A et  B dont  les  ordres  sont  désignés  par  'a  et  b est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l’ordre  a b. 

Démonstration.  Les  rapports—,  ^ auront  des  limites 

i* 

nulles  toutes  les  fois  que  l’on  supposera  a ■<;  a,  6 •<  i; 

des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  l’on  supposera 

« > a,  6 > i,  et  l’on  pourra  en  dire  autant  du  produit 

A B AB  1,  . *1  / I 1 AB 

— X ■ — r-5,  U ou  il  résulte  que  le  rapport •_  aura 

une  limite  nulle  pour  «-f-6<;n-4-iet  une  limite  in- 
finie pour  a -f-  6>  a -f-  Ai  donc  le  produit  AB  sera  un 
infiniment  petit  de  l’ordre  a -f-  b.  On  en  conclut:  i°que 
si  l’un  des  facteurs  se  réduisait  à une  quantité  ünie,  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordi-e  que  l’autre 
facteur;  que  dans  un  Système  quelconque  le  produit 
de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  dont  les  oj-dres 
sont  désignés  par  a.  A,  c. . . est  une  quantité  infiniment 
petite  de  l’ordre  a -+-  A -f-  c -!-•  • • 

30.  Théorème  4*-  Si  trois  quantité»  infiniment  petites 
I,  A^  B,  sont  telles,  que  la  première  i étant  prise  pour 
base,  la  seconde  A soit  de  l’ordre  a,  et  que  la  seconde  A 
étant  prise  pour  base,  la  troisième  B soit  de  l’ordre  A, 
celle-ci,  dans  le  système  qui  a pour  base  la  première/, 
sera  d’un  ordre  équivalent  au  produit  ab. 

Démonstration.  Les  deux  rapports  ^ ont,  par  hy- 
pothèse, des  limites  nulles  quand  ou  fait  a <C  n,  6 A, 


D\c 


.sfr  o&k 
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et  (les  limites  infinies  quand  on  suppose  a > a,  6 >- 
donc  le  produit  -?j=-^aura  lui-même  uuc  li- 

mite nulle  pour  aSc^fli,  une  limite  infinie  pour  aê  > ai, 
et  par  conséquent  si  l’on  prend  i pour  base,  B sera  un  in- 
finiment petit  de  l’ordre  ab. 

CoroUaire  !"■.  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux 
quantités  infiniment  petites  B et  A reste  le  même  quelle 
que  soit  la  base  du  système  cpie  l’on  adopte,  et  ce  rap- 
port es;  équivalent  au  nombre  b qui  indicpie  l’jordre  de  la 
première  quantité  cpiand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base 
les  ordres  de  plusieurs  tpiantités  infiniment  petites,  on 
vient  à chanjfer  de  base,  les  nombres  qui  indi(pient  ces 
divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous  à la  fois  dans 
un  rapport  donné. 

Corollaire  2"'.  Si  dans  le  théorème  4 on  fait  B = i’, 

on  aura  évidenunent  ab  r , i = - , donc  si  dans  le 

a 

système  dont  la  base  est  i la  quantité  A est  un  infiniment 

petit  de  l’ordre  a,  i sera  de  l’ordre  - dans  le  svstème  qui 

aura  pour  base  la  ({uantité  A.  Ainsi , par  exemple,  lors- 
<pie  A,  considéré  comme  fonction  de  i,  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  on  pourra  en  dire  autant  de  i 
considéré  comme  fcfnction  de  A. 

% 

Corollaire  S”'.  Si  deux  quanti Uis  infiniment  petiUîs 
sont  telles,  que  l’une  étant  prise  pour  base,  l’autre  soit 
du  premier  oixlre,  le  nombre  qui  exprimera  l’ordre  d’une 
quantité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  sys- 
tèmes (pii  auront  pour  base  les  deux  (juantités  donnéi^s. 

3f.  Théorème  S'.  Si  l’on  dési£>ne  par /et  par  J {i)  deux 
(piantités  infiniment  petites,  zéro  sera  la  valeur  unique 
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OU  l'iim’  (li's  vuleiirs  cjuf  prendra  le  pniduit  lors- 

cju’oii  y fera  évanouir  la  quantilé  i. 

Démons irntion.  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  ce 
théorème  dans  le  cas  où  la  fouctioii  dérivée  f {i)  s’éva- 
nouit en  même  temps  que_/ (f)  pour  è = o ; or  on  y par- 
viendra sans  peine  dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  J (i), 
f (i)  sont  continues  par  rapport  à {'dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  i = o : en  efl’et,  on  aura  dans  celle 
hvpotlièsc 

/U-  / ( 1.  /'(,)-  /'(/)  ’ 

or’  puisque  f {o)  est  nul  et  que  0 désigne  une  quantité 
comprise  entre  o cl  /,  f ( 0{)  convergera  plus  rapidement 
que  f'(i)  vers  la  limite  o,  d’où  il  résulte  que  la  fonction 

'yijjj  petite  que  1 unité,  et  que  le  produit  ‘ 

aura  une  valeur  sensiblement  nulle  ; donc  la  limite  ou 
l’une  des  limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  môme 

produit,  et  par  suite  le  rapport sera  égale  à o. 

On  pourrait  démontrer  encore  que  si  la  fonction  f(i), 
dans  le  système  de  quantités  inGniment  petites  dont  / 
représente  la  base , est  un  inGniment  petit  de  l’ordre  a , 
le  nombre  a sera  ordinairement  la  valeur  numéiique  ou 

du  moins  l’une  des  valeurs  que  recevra  le  produit  (f-. 

. . . : 

Supposons  en  effet  quey(i)  est  un  inGniment  petit  de’ 
l’ordre  n,  et  posons 

De  celle  équation,  l’on  tirera  en  didérentiant , 

/KO-"  . 

/('•) 

T(0  ■ 


/'  ip'(0 


■+ 


^('■)  ' 


f(f)’ 
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(‘I  dans  tous  les  ras  où  le  produit  s'évaiiouirail  a\e<* 

‘ ?>('■) 

a/  /y  j 

J,  ce  qui  arrivera  par  exemple  si  le  rapport  conserve 


une  valeur  finie,  a = lim.  . 

/(') 


32.  Ces  considérations  sur  les  quantités  infiniment  pe- 
tites conduisent  naturellement  aux  régies  dont  l’ensemble 
constitue  la  méthode  infinitésimale.  Cette  méthode,  qui  est 
comme  une  simplification  pratique  du  calcul  dill’érentiel , 
repose  toute  entière  sur  ce  principe  fondamental;  Deux 
sommes  de  quantités  infiniment  petites  des  divers  ordres 
ne  peuvent  jamais  être  égales  sans  que,  dans  ces  deux 
sommes,  les  quantités  infiniment  petites  de  même  ordre 
soient  égales  séparément,  c’est-à-dire  que  si 


Afl , , . • . , Bj,/ , Bg", ... 

sont  des  quantités  infiniment  petites  des  ordres  a,  a,  a, 
l’équation 


Ag  -+-  Ag/  -|-  Ag//  ...  Bg  “h  Bg/  -f-  Bg«  . . . , 


entraînera  nécessairement  les  suivantes 


A,  = Bg  , Ag/  = Bg'  , A,"  = Bg/' , CtC. 

Démonstration.  Supposons  (juc  les  nombres  a,  a',  a" ... 
soient  rangés  par  ordre  de  grandeur , et  que  a soit  le  plus 
grand;  dans  l’équation 

Ag  -1-  Ag/  -j-  Ag/<  ...  = Bg  Bg»  Bg//  , 

mise  sous  la  forme 

(Ag  Bg)  (Ag/  Bg/ ) ( Ag/' — Bg/' ) . . . = O , 

le  terme  A„  — Bg  sera  encore  un  infiniment  petit  de 
l’ordre  a,  et  l’emportera  sur  la  somme  de  tous  les  autres  ; 
donc , si  ce  terme  n’est  pas  nul  ou  si  l’on  n’a  pas  A„  = B„ , 
cette  équation  sera  impossible.  Ce  que  nous  venons  de 
dire  des  deux  termes  A„,.B„  s’étend  évidemment  à tous 
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les  autres  ; ou  aura  donc  iiécessairenieut 

A«  Bfl,  Aa'  ~ Bfl' » Agif  — , eic. 

s 

De  celte  proposition  générale  on  déduit  les  règles  sui- 
vantes : 

Bèg/e  i".  Deux  quantités  linies  ou,  ee  qui  revient  au 
même,  inflniment  petites  de  l’ordre  o,  qui  ne  difTére- 
raient  l’une  de  l’autre  que  d’une  c|uantité  innnimcnt 
petite,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  2“'’.  Deux  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre  dont  la  diUërence  serait  infiniment  petite  du  ' 
second  ordre,  ou  plus  généralement  deux  quantités  infi- 
niment petites  d’un  ordre  quelconque,  qui  ne  dilléie- 
raient  l’une  de  l'autre  que  d’une  quantité  infiniment  pe- 
tite d’un  ordre  supérieur , sont  rigoureusement  égales. 

Règle  d™'.  On  peut  rigoureusement,  et  sans  crainte 
d’altérer  les  résultats,  négliger,  dans  une  équation,  soit 
des  infiniment  petits  ajoutés  à des  quantités  finies,  soit  des 
quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  quelconque  ajou- 
tées à des  quantités  infiniment  petites  d’un  ordi'e  inférieur. 

Règle  4’“'’*  Dans  le  cas  où  l’accroissement  Ax  de  la  va- 
riable indépendante  peut  être  considéré  comme  une  cpian- 
lilé  infiniment  petite  du  premier  ordre,  ce  qui  arrive 
toujours  dans  les  applications  à la  géométrie,  .à  la  méca- 
‘nique,elc.  ^ la  dillércntielle  y/j'  de  la  variable  dépen- 
dante, difi'crc  de  son  accroissement  A>  d’une  (piautité  in- 
finimeiri  petite  du  secbnd  ordre;  on  trouverait  en  effet, 
en  parlant  des  principes  déjà  démonlrés, 

F'  (x)AxH — — F"(x -f- 

on  pourra  donc,  comme  nous  l’avons  indique,  snbsliluei 
rigonreuseineril  l’accroissement  à la  dilferenlielle,  et  ré- 
ciprfKpienient.  ^ , * 
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Suite  des  applications  analytiques. 


Troisième  application.  Recherche  des  ' maxima  et  des 
minima  <T une  fonction  d'une  seule  variable. 

33.  Lorsqu’une  valeur  particulière  F (x„)  de  la  fonc- 
tion F(x)  sui'passe  toutes  les  valeurs  Voisines,  c’est-à-dire 
toutes  celles  qu’on  obtiendrait  en  faisant  varier  x en  plus 
ou  en  moins  d’une  quantité  très  petite  h , cette  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  ce  tpi’on  appelle  un 
maximum. 

Lorsqu’une  valeur  particulière  F (Xg)  de  la  fonction 
F (x)  est  inférieure  à toutes  les  valeurs  très  voisines,  elle 
prend  le  nom  de  minimum. 

Pour  un  maximum , il  faut  donc  que  la  fonction  cesse 
de  croître  pour  décroître;  pour  un  minimum,  il  faut 
qu’elle  cesse  de  décroître  pour  croître;  ce  qui  exige, 
comme  nous  l’avons  vu , qUe  la  dérivée  passe  du  négatif 
au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  et  par  conséquent  que 
pour  x=Xo(X(,  étant  la  valeur  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum)  la  dérivée  F'(x),  si  elle  ne  cesse  pas  d’ètre 
réelle,  devienne  nulle  ou  infinie.  Les  valeurs  de  x qui  ren- 
dent alors  la  fonction  maximum  ou  minimum  devrontdonc 
vérifier  l’une  des  équations  F'(x)  = o,  F'(x)  = oo  . Soit 
x„  une  des  racines  de  ces  deux  équations  : la  valeur  cor- 
respondante de  F(x),  savoir  F(x„),  sera  un  maximum, 
si  dans  le  voisinage  de  x = x„  la  fonction  dérivée  F'(x) 
eSt  positive  pour  x = x„  — h et  négative  pour  x = X(,-t-/i. 
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« 

Au  contraire  , F(;To)  sera  un  minimum  si  la  fonction  dé- 
rivée F’  (x)  est  négative  pour  x = x^  — h et  positive 
pour  X = Xo~h  h. 

Enfin,  si  entre  les  limites  x„ — h et  Xq  + A la  fonction 
dérivée  F'(x)  était  constamment  positive  ou  constamment 
négative,  la  quantité  F(Xo)  ne  serait  ni  un  maximum  ni 
un  minimum. 

Exemples  : 


l“.  F(x)  = X* -f- y , F'(x)  = 2x 


Cette  dérivée  s’évanouit  pour  x — — et  devient  né- 
gative pour  x<  — -,  positive  pour  x> — La  fonc- 
tion X*  px  -f-  q admet  donc  une  valeur  minimum 
correspondante  à x= — -j^-,  cette  valeur  minimum  est 


Cette  dérivée,  qui  s’évanouit  pour  x = Lé,  est  positive 
pour  X > Le  et  négative  pour  x < Le  ; la  fonction  a 

Lo 

donc  une  valeur  minimum  - — = — . 

Le  Le 

3°.  La  fonction  — admet,  au  contraire,  la  valeur 
Le 

maximum 

C 

4”,  x‘‘e~'  acquiert  pour  x = a la  valeur  maximum 

P 

54.  Il  est  facile  de  décider  si  une  racine  quelconque  Xq 
de  l’équation  F'(x)  = o produit  un  maximum  ou  uii 
minimum  de  la  fonction  F (x).  En  eflet , désignons  par 
F<"^  (x)  la  première  des  dérivées  de  F(x)  qui  ne  s’éva- 
nouisse pas  pour  X = Xo , nous  aurons,  d’après  un  théo- 
rème déjà  démontré  n°  22,  corollaire  3, 
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F ( + A ) — F ( x„  ) = ■ - ^ F<“>  (x„  + 9„  fl) 

' I 2 . 3 ...  « 


h" 

I .2.3. 


[f;")(x„v+r„a]. 


Si  A est  très  petit,  t:omnic  nous  pouvons  le  .supposer, 
le  second  membn-  aura  le  signe  de  son  premier  terme 

;; et  dès  lors,  i”  si  n est  impair,  «■ 

i .7.. 6.  . n ' ' ‘ 

premier  terme  changeant  de  signe  avec  A,  il  en  sera  de 
même  de  la  dillerence  F (Xo  + A)  — F (Xo),  et  la  valeur 
F(xo),  plus  grande  que  F (xo  — A)  et  plus  petite  que 
F(Xo-|-A),  ou  plus  petite  que  F (Xo  — A)  et  plus  grande 
que  F(Xo-4-A)  ne  pourra  être  ni  un  minimum,  ni  un 
maximum. 

2”.  Si  n est  pair,  la  diflërcnee  F (Xo  + A)  — F (x») 
qui  ne  cbangera  pas  de  signe  avec  A,  sera  positive  si 
P’(")(x„)>o  et  négative  si  F^")(xo)<To,  et  par  consé- 
quent la  valeur  F ( Xo  ) sera  im  minimum  dans  le  pre- 
mier cas  et  un  maximum  dans  le  second. 

Nous  amvons  ainsi  à cette  règle  générale  : Lorsqu’utie 
valeur  particulière  x^,  de  x dans  le  voisinage  de  laquelle  la 
fonction  F (x)  reste  continue  , fait  évanouir  les  dérivées 
de  F(x)  justpi’à  celles  de  l’ordre  n exclusivement,  la 
valeur  correspondante  de  F(x)  ne  peut  ètrtî  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  la  dérivée 
qui  la  première  cesse  de  s’évanouir  est  une  dérivée  d’oi^ 
dre  pair,  c’est-à-dire  dans  le  cas  où  n est  un  nombre 
pair;  dans  ce  cas  la  fonction  F (x)  sera  un  minimum  si 
la  valeur  de  FC")(x)  est  positive,  et  un  maximum  si  la  va- 
leur de  F<"'  (x)  est  négative. 

Exemple  : 

F (x)  = e*  -J-  2COSX  -t-  e~’,  F'  (.r)  = — 2sinx  — , 

F"(x)=:c’ — 2Cosx-|-c~*.  F"(x)  = c* -+- 2sinx — 

F"'(x)=c*  -F  2cosx-Fc~'*- 

Les  trois  premières  dérivées  s’évanouissent  pour  x = o. 
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la  (|uati'iènM;  st‘  réduit  à 4i  donc  la  valeur  de  l‘(x) 
correspondante  à x=  o,  ou  le  nombre  4»  sei'a  tin  niini- 
nium  de  cette  fonction. 

Scolie.  On  a <t'j  =V'“'{x)  dx"  , et  par  coiiséijuent  si 
n est  pair,  d"y  étant  toujours  de  même  signe  tjue  FW(x), 
on  pourra , dans  l'application  de  la  l'cgle  précédente , 
substituer  les  difTércntielles  aux  dérivées, 

35.  Outre  les  maxima  et  les  minima.qui  répondent 
aux  racines  des  équations  F' (x)  = o et  F'(x)^=oo, 
il  peut  en  exister  d’autres  qui  répondent  aux  valeurs  de 
X pour  lesquelles  la  fonction  F(x)  cesse  d’étre  réelle  ou 
continue,  de  sorte  que  dans  la  recberebe  des  maxima  et 
minima  il  faut  en  général  commencei'  par  déterminer 
les  valeurs  de  x ipii  rendent  la  fonction  F (x)  imagi- 
uaire  ou  di.scontinuc,  et  voir  si  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cette  fonction  surpassent  les  valeurs  voisines  ou 
leur  sont  inférieures.  Dans  le  premier  cas,  elles  .seraieni 
un  luaximiun,  dans  le  deuxième  un  minimum. 

Exemples  : 

F(x)  = F(J^)  = ji,  F(x)  = xlx. 

Ces  tieis  fonctions  deviennent  discontinues  eu  passant  du 
réel  à l'imaginaire,  tandis  que  la  variable  x passe  du 
positif  au  négatif,  et  obtiennent  pour  x = o une  valeur 
nulle  qui  représente  un  minimum  de  la  première  et  un 
maximum  de  cbacuue  des  deux  autres. 

56.  Applications,  i”.  Partager  un  nombre  eu  deux  * 
parties  a et  a — x telles,  que  le  produit  = F(x)  = 
x“  (a  — x)"  soit  un  minimum  ou  un  maximum. 

La  valeur  maximum  de  ce  produit  correspond  à 

X = . Il  v aura  de  plus  deux  valeurs  minimum 

m-\-  n • 

correspondantes  à x = u,  x'—a,  pourvu  que  ;//  et  n 
soient  pairs. 
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a".  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base 
et  isopérimètres,  quel  est  le  plus  grand? 

Soit  a la  base  donnée,  ïp  le  périmètre  ou  la  somme 
des  trois  côtés,  x un  second  côté,  le  troisième  sera 
ip  — a — œ , et  la  surface  du  triangle 

T =¥{x)  = i/p{p  — a)  {p  — x){a+x—p). 


Cette  surface  est  un  maximum  lorsque  x étant  égal  à 

^ Je  triangle  devient  isoscèle. 

3".  De  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné, 
quel  est  le  plus  petit  ? 

Eu  nommant  a le  côté  du  carré  donné,  x la  distance 
d’un  des  sommets  du  carré  inscrit  au  sommet  le  plus 
voisin  du  carré  donné,  la  surface  du  carré  est 
Q = F(j:)  = — 2flx  + a' , 


et  cette  surface  est  un  minimum  lorsque  j:=:  - , c’est-à- 

dire  lorsque  le  carré  intérieur  est  formé  par  les  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

4”.  Quel  est,  dans  l’ellipse  i’x’  -1-  a^y'  ~ a' b’,  le 
maximum  de  l’angle  V de  deux  cordes  supplémentaires? 

En  désignant  par  x la  tangente  de  l’angle  obtus  que 
fait,  avec  l’axe  des  x,  l’une  des  cordes  supplémentaires, 
la  tangente  de  l’angle  des  deux  cordes  est 


tang  V = F (x)  = 


a>x’  -|-  ô’ 
x(a*— é*)  ’ 


et  l’angle  est  un  maximum  lorsque  x — — 

5°.  Chercher  le  nombre  x dont  la  racine  x‘""' 


est  un. 


maximum  ; 

I 

x^  est  un  maximum  lorsque  X = c. 
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* 

Soite  des  applications  analytiques. 


Quatrième  application.  Développement  d'une  fonction 
réelle  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  la  'Variable  x;  formules  de  Taylor  et  Maclaurin. 

37,  Lorsqu’une  fonction  F(x)  étant  réelle  et  continue 
avec  ses  dérivées,  ces  dérivées  jusqu’q  celles  de  l’ordre  n 
exclusivement  s’évanouissent  pour  x = , on  a , comme 

nous  l’avons  vu , 

F (x„  + A) — F (^«)  = + ®'*>  • 

ou  en  supposant  que  x„  soit  nul  et  faisant  h = x, 


F(x)_F(o)  = 


et  si  F (o)  = O, 


F(x)  = 


I .3.3.  ./I 


FW(flx). 


Or  ces  équations  fournissent  un  moyen  très  simple  de  dé- 
velopper les  fonctions  réelles  d’une  seule  variable  suivant 
lès  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable. 
En  effet,  en  posant  n = i , il  vient 

F(x)  — F(o)=xF'(6x), 

et  en  faisant 

F'(9x)  = F'(o)4-R., 

F(x)  — F(o)— xF'(o)=R.x. 

R,x  est  évidemment  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  x;. 
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ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (x)  — F'(o),  èt  dont  la 
dérivée  seconde  eslF"(jr)  nous  aurons  donc  • 

* "*  % * 
F(r)  — F(o)  — j:F'(o)  = -il > 

I 

Posons  encore 

F"^;0x)  = F"(o)  + R.,  . 

il  vient 

F (jt) — F (o)  — xF'(o) 1- F"(o)  = R, -i-.^  j . 

R, «St  encore  évidemment  une  quantité,  fonction  de 

X,  qui  s’évanouit  ^àvec  x ainsi  que  ses  dérivées  première 
et  seconde 


F'(x)— F'(o)  — xF"(o),  F"(x)  — F"(o), 

et  dont  la  dérivée  troisième  est  F"’(x);  on  aura  donc 

F(x)— F(o)— xF'(o)  — — F"(o)  = -i^^  F"'(6x). 

' ' ' ' 1.2  1.2.3 

En  continuant  de  la  même  manière,  et  observant  que  les 
„ . Rjx^  R^x*  , 

(onctions -,  -j— 7 , etc.,  s évanouiront  avec  x 

1.2.3  1.2. 3. 4 

ainsi  que  leurs  dérivées,  jusqu’à  celles  du  troisième,  du 
quatrième,  du  (n — 1 ordre  inclusivement,  on  aura 
définitivement  l’équation 


F(x}-F(o}-  y F'(o)-  ^ F"(o)— 


et 


-fi 

I 


1 

1 .2 


1.2.  .(n- 

x" 

Fi")| 

1 . 2 . 3 . . n 

1 .2.  . 

-0' 

•T* 

F<") 

Ft"-’)(o) 


F<"-0(o) 


1 . 2 . 3 . . « 


la  fonction  continue  quelcouquc  F(x)  peut  donc  être  con- 
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sidérée  comme  composée  d’ùiie  fonction  entière  de  x. 


F(°)+  + ,.a.3;7T«— •) 

et  d’un  reste,  savoir 


Ft"-O(o), 


.2.3 n 


F(">  (Ox). 


.'.V 


Exemples  : ' 


F (x)  = e' . . 


F'(o)=F"{o)  = ...=  F^—>(o)  = Fi")(».r)  = rS 


~ I . 2 . 3 . . « 
» 

F(x)  = sinx,  ■> 


FC»(x)  = sin(x  + ^^).  F(o)  = o,  F'(o)=i. 
F"(o)  = o,  F'"(o)=^....F('-)(o)=8in(^^ 


x^ 

...4-- 


,5in 


MB  a;  = X— - — 3 -t- 77^- • . 3 , ) 

. feit\ 

-^r2T377«“"V°^'^T;’ 

3«_  F(x)  = cosx, 

x’ 


cosx=  I ■ 


-H 


«-•  (»  1 JTT 

— ,cos- 


, 2 • 1.2  3 4“  '-’-S...!»— t)  * 

nir\ 


X"  (,  ,nir\ 

eus  + 

\ .2.,  5 . .n  \ ^ ' 
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40.  F (x)  = ( I +x)>‘  = I 

. ^ a). . 

I .a. 3. . .{n—  I ) 

I — •)(/*— 2)-  ■ I flj-yA-n 

I .2.3. . . n ' ' 

5°.  F(x)  = arc  tangx,  on  aura 

= ^[{i — x\/ — 1)“‘-<-{  I 4-xV/ — I )■■],... 
F*W=(V^— ■}*"'  ’ - — ^[(i— xV^— i)-"— (i+xV/— 1)-»{— i)"], 

F"(o)  = (y^y-  ^ [,  _ (_  , 

et  par  suite, si  n est  pair,  F"  (o)  = o ; si  « est  impair, 


F-(o)=(-,)  =*  ,.2.3...(i.-i), 

arc  tang  x = x—  -5-  + -^ ± 

<3  J ' ft  1 

x"(i  — flxl/ — i)~"^(i  -i-  Sx  — i)“" 


6“.  Si  la  fonction  F(x)  est  entière  et  du  degré  n,  sa 
dérivée  de  l’ordre  « sc  réduit  à une  quantité  constante  ; 
on  a donc  alors  F'"*  (6x)  = F<"*  (o) 


F (x)  = F (o)  + xF'  (o)  -t  F"  (o)  -h  ^ F*  (0) . 


I 3. . . («  — 1) 


F(.-0(o)4- 


1 . 2 . 3 ...  « 


F!")  (o). 
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Exemple  : si  F (x)  = (i  + x)",  on  trouvera 


, , , n n(n  — n 

(l  + x)"  = 1.-J--X  H > ' x'.  . . 


I .a 


38.  A l’aide  des  mêmes  principes , on  développera  fa- 
cilement F (x  -|-  /i)  , suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X ou  de  h.  En  effet,  nous  avons 


F (x  + /.)  — F(x)  = //  F'fx  + 6A)  = AF'(x)  + R.  ; 
d’où 

F(x  + A)— F(x)— AF'(x)  = R,. 


R,  est  une  fonction  de  h qui  s’évanouit  pour  h — o, 
ainsi  que  sa  dérivée  première  F'(x  + /t)  — F'(x);  de 
plus  sa  dérivée  seconde  est  F"(x-|-A):  on  aura  donc, 
d’après  un  théorème  souvent  cité, 

F(x-t-A)-F(x)_AF'(x)=^F"(x-^6/i)=^F"(x)-fR„ 

F(x  + A)  — F(x)  — A F'(x)  — F"  (x)  = R, . 

R,  est  une  fonction  de  h qui  s’évanouit  avec  h,  ainsi  que 
ses  dérivées  première  et  seconde,  et  dont  la  dérivée 
troisième  est  F*(x  A)  ; on  aura  donc 

F (x  + A)  - F (x)- AF'(x)_-^  F"  (x)  = F-(x+ejA), 

et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera  défi- 
nitivement. 

( F(x-»-A)  = F(x)-|-AF'(x)  + -^F"(x) 

A.  ■ 


P 
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en  posant  dans  l’étpatiou  (i)  X = o,  h—x,  on  lrou\erait 

(•:»)  F(x)  = F(o)-KF(o)+-^  F"(o) ... + ^7^x:;^FC»)(e.r) ; 

celte  dernière  formule  n’est  donc  qu’un  cas  particulier 
de  celle  ipii  précède.  On  pourrait  cependant  aussi  déduire 
la  formule  (i)  de  la  formule  (a);  en  elfet,  posons 

F (A  ) =/{x  ■+•  h) , 

on  en  tirera 

F '(A)  =/'  (x4-  A ),  F " ( A)  =/"  (x+A  )^ . F(")  (A)=/  (")  (x+  A), 
F{o)=y(x),  F'(o)=/'(x),^....  F W (OA )=/<"’ (^+6^). 

or,  en  vertu  de  l’étpation  (a), 

F(A)  = F (o)  + A F(o)  +.  . .+  — 3- — ) ; 

on  aura  donc  en  substituant 

/[x  ■+■  A)  =/(x)  H-  A/'(x)  + — /"  W + 

+ ,-^^^^/W(xH-0A), 

formule  identique  avec  la  formule  (i). 

Corollaire.  Si  dans  la  formule  (i),  après  avoir  posé 
h = a — X,  on  change  « en  x et  x en  a,  on  trouvera 

F(x)  = F (a)  + (x  — a)  F'  (a)  -t-  F"  {a)  + .^. . 

Exemples  : F (x)  = x^ , F (x)  = Ix , 

= (X— "*(x  — 

(x — «)"[flH-6(x — fl)/*  , 


(3) 


— I ) . ■ ^ + tj 


1 . 2 ...  « 


* 
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. / X \ X — a I / X — a Y . I /x  — U Y 

\a  J a 2\a/  3\ay’'‘ 

I I / X — a Y“  ' < r — O Y • 

a — i\  a / ”*”«  L« -t- — a)j 

39.  Lorsque , pour  des  valeurs  de  x comprises  entre 
certaines  limites,  les  expressions  *■ 

h" 


¥'{x  + Ùh), 


F"(0x), 


1.2.3..  .a  ' ' I .2.3. . . a 

décroissent  indéfiniment  tandisque  n augmente,  alors,  en 
posant  n = ce  dans  les  équations  (i)  ou  (2),  on  trouve 

F (x+A)  = F (x)+  AF'(x)  + ^ F"  . F'”(x)+etc.  ,* 

F(x)  = F (o)+xF'{o)  + — P''(o)  + F'" (o)+  etc. 

Ces  formules,  qui  donnent  le  développement  en  séries  de 
F(ar)  suivant  les  puissances  de  a:,  et  3e  F(x-p- A)  sui- 
vant les  puissances  de  /i,  s'appellent,  la  première,  la  for- 
mule de  Taylor,  la  seconde,  la  formule  de  Maclaurin. 
40.  Il  est  important  de  remarquer  que  les  quantités 


1 .2.3. . .a  ’ 1 .2.3. . . a’ 

s’évanouissent  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  cflet,  lé 

protluit  n/(n — m 1),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/a-f-  I ’ /a -p  I , 1 J.  • , 

— J — ’ ou  dont  la  derivee  prise  par 

rapport  à m est  2 ^ croit  évidemment  a vee 

1 • • i.  a-f*  > . . 

m,  depuis  m = i jusqu  a m = — , ou  croit  a me- 
sure que  ses  deux  facteurs  approchent  d'ètre  égaux  : on 
en  conclura,  en  faisant  tour  à tour  m=i,  m = 2,  etc., 
que  des  n quantités 

I .n,  2 (a — 1),  3 (a  — 2).  . . (a  — 2)3,  (a  — 1)2,  a,  1 , 
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la  plus  petite  sera  la  première,  et  que  par  conséquent 
leur  produit  [i  .2.3.  . . (n  — i)  «]’  sera  plus  petit  que 
cette  première  n élevée  à la  puissance  ni  on  aura  donc 


I . a . 3 ...«]>«*=(  V'^ ")* > 


or  cette  dernière  quantité  s évanouit  pour  n — oo  ; il 

, . . , •r"  è" 

en  sera  donc  ainsi  de  , , 3 - et  , ^ 3 

Corollaire.  Si  les  deux  quantités  F<")(6j:),  FI"\.t-+-6/i), 
conservent  toujours  des  valeurs  finies,  les  produits 

— ^ F"(fix),  Ç — ¥-{x  + 0h), 

diminueront  indéfiniment  à mesure  que  n augmentera  ; 
on  pourra  donc  alors  employer  les  séries  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  au  développement  de  F(x)  et  de  F(x  + /i). 
C’est  ce  qui  aura  lieu  si  l’on  prend 

F(x)  = c*,  F(x)  = sinx,  F(x)=cosx,  F(.r)  = a», 

et  l’on  trouvera  par  conséquent 


I 


4- 


I .2~  1.2.3 


4- etc., 


COSX=  I • 


1 ,2”*”  1 .2.3.4  1.2. 3. 4. 5 

-3  T-S 


8inx=  I • 


■77ÏT3"*"i.2.3.4.5  i.2.3:4.5.6.7 

a’=l+-\a  H-— Ifl’H ^—5 

I 1.2  1 .2. a 


x7 

■/“e 
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* 

Suite  dee  applications  analytiques. 


Règles  générales  de  la  convergence  des  séries  réelles. 
Application  de  ces  règles  aux  formules  de  Taylor  et 
de  Maclaurin. 

41 . Les  formules  de  Maclauriu  et  de  Taylor  ne  peja- 
vcnt  subsister  qu’autant  que  les  séries 

F(o)+xF'{o)+^F"(o)...  etc., 

F(x)  + AF'(x)-f--^^F»(x)...  etc., 

seront  convergentes  ; il  importe  donc  de  fixer  les  condi- 
tions de  la  convergence  de  ces  séries.  Une  série , en  géné- 
ral , est  une  suite  de  quantités  • 

• • » 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  ldi  détermi- 
née; ces  quantités  elle.s-mêmcs  sont  les  difiérents  termes 
de  la  série  tpi’on  considère,  «„  est  le  terme  général.  Soit 

^ S,  = «U  -f- U,  U, -f-. . 

la  somme  des  n premiers  termes;  si  pour  des  valeurs  de 
n toujours  croissantes,  la  somme  S,  s’approche  indéfini- 
ment d’une  certaine  limite  finie  S,  la  série  sera  dite  con- 
vergente , et  la  limite  en  question  s’appellera  la  somme  de 
la  série  ; au  contraire,  si,  tandis  que  n croît  Indéfininicnt, 
la  somme  S„  ne  s’approche  d’aucune  limite  fixe,  la  série 
T.  I.  5 
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sera  divergonUî  et  u’aura  plus  do  somme.  I.’uiie  des  séries 
les  plus  simples  est  la  progression  géométrique, 

a,  rtx,  ax*, ax", 

qui  a pour  terme  général  la  somme  des  n premiers 
mrines 

„ , ,1  — X"  a ax" 

S,  =a(i+x  + x"  -|-...+  x"-')  = a = 

convergera 'évidemment  pour  des  valeurs  croissantes  de 

H vers  la  limite  fixe  — , si  la  valeur  numérique  de  x 

est  inférieure  à l’unité;  au  contraire,  cette  somme  croî- 
tra indéfiniment  si  x > i ; la  série  sera  donc  conver- 
gente dansde  premier  cas  et  divergente  dans  le  second. 
Considérons  maintenant  la  série 

“o,  “j,  ..  «.  ,etc. 

Pour  que  cette  série  soit  convergente,  il  fa’ut  et  il  suffit 
que  la  somme 

• S„  = Uo  -P  «,  -f-  U,  -f-. . . 
converge  à mc'sure  que  n augmente  vers  une  limite  fixe 
et  finie  S,  ou  (jue,  n devenant  infini,  les  sommes 
■S„,  S„+i,  dillerent  infiniment  peu  de  la  limite  S, 

et  par  conséquent  les  unes  des  autres.  Or 

S„^.,  — S,  =r  U,,  Sn  + , — S„  = «. -h  “ii+i , etc. 

Il  faudra  donc  que  ces  dilférences  soient  infiniment  pe- 
tites quand  n sera  très  grand;  et  par- suite,  il  faudra  que 
le  terme  général  i/„  et  la  somme  des  termes  pris  à partir 
de  u„,  en  tel  nombre  que  l’on  voudra,  s’évanouissent 
pour  « !=  oc. 

Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  conditions  sont 
remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évidemment  as- 
surée. 
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■42.  Ces  principes  nous  fournissent  Oeux  moyens  assez 
simples  de.  reconnaitre , dans  beaucoup  de  ras,  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente.  ‘ 

Règle  i”.  Cherchons  la  limite  ou  les  limites  vers  les- 
quelles converge,  taudis  que  n croit '.indéCniment , l’ex- 

I 

pression  U„  étant  la  valeur- numérique  de  t/„,  et 

soit  L la  plus  grande  de  ces  limites,  la  série 
(1)  -I-  U,  -1-  U.  -i-,  .•  etc.  • 

sera  convergente  si  l’on  a C <C  * ? divergente  si  L > i. 

Dérnonstralion.  Supposons  d’abord  L < i : eu  desi- 
‘gnant  par  p un  nombre  plus  petit  que  l’unité,  mais  su- 
périeur à L , ou  tel  que  l’on  ait  L < p < i , et  donnant  à n 

I 

une  valeur  assez  considérable,  (ü,)",  qui  peut  différer 
aussi  peu  que  l’on. veut  de  sa  limite  L,  (luira  par  être 
plus  petit  que  p : on  aura 

a.=  ±U„<,",  * 

de  sorte  cpie  les  termes  de  la  série  seront 

des  nombres  inférieurs  aux  termes  correspondatits  de  la 
progression  géométri(jué!  • 

e",  ê"  + ',  + 

Or  le  terme  général  et  la  somme  des  termi^s  de;  cette  der- 
tiièrc  progression  vont  en  diminuant  à mesure  que  n 
augmente,  puisque  p est  plus  petit  que  i , il  en  sera  donc  de 
même  à plus  forte  raison  de  la  somme 
et  la  série  (i)  sera  convergente. 

Supposons  eu  second  lieuJL>  i:  n venant  à croître, 
.011  aura  bientôt,  si  l’on  désigne  par  p un  not^bre  plus 
grand  cpie  l’unité  et  compris  entre  L et  1,  ou  tel  que  l’on 
ait  L > p > I , 

I 
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le  lerme  général  de  la  série  (i)  croîtra  donc,  ainsi  que  p", 
indéfiniment  avec  n j et  cette  série  sera  divergente. 

•Règle  2“'.  Si  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le 
terme  général  ti„  décroit  indéfiniment,  et  si  le  rapport 

converge  vers  la  limite  fixe  /,  la  série  (i)  sera  con- 

vergeate  toutes  les  fois  que  l’on  aura  / < i , et  diver- 
gente toutes  les  fois  que  l’on  aura  / > i . 

Démonstration.  Daignons  par  e unc'nombrc  inférieur 
à la  différence  qui  existe  entre  i et  /,  ou  tel  que  les 
deux  quantités  l — s,  l-\-t,  soienfen  même  temps  que 
I plus  petites  ou  plus  grandes  que  l’unité;  en  donnant  à 

n une  valeur  assez  considérable,  le  rapport  ' finira 

par  être  compris  entre  l — e et  / -fr  e,  et  les  dift’érents 
termes  de  la  série  u„,  se  trouveront  compris  entre 

les  termes  correspondants  des  deux  progressions  géomé- 
triques 

«»(/ •),  <)’,  “«(/ •)’>••• 


Or,  1°  ces  deux  progressions  seront  toutes  deux  conver- 
gentes, si  l’ona  /<!,  et  leurs  sommes,  ainsi  que  la  somme 
intermédiaire  i/„  4-  -f-  etc.  ,*  décroîtront  indéfini- 

ment si  u„  approche  indéfiniment  de  o à mesure  que  n 
augmente;  a°  elles  seront  toutes  deux  divergentes,  et  la 
somme  u„  4-  etc. , croîtra  indéfiniment  avec  n si 

/>  I ; la  série  (i)  sera  donc  convergente  dans  le  pre- 
mier cas , divergente  dans  le  second. 

Nota.  On  démontre  facilement  que  les  deux  limites  L 
et  / sont  toujours  égales.  En  effet,  si  nous  donnons  à m 
tine  .valeuj’  considérable , les  rapports 

“üT’  - 

cl  par  suite  la  moyenne  géométrique  entre  ces  rapports 
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U \**  * 

J difl’ërc^a  de  / d’une  quautilé  e aussi  petite  que  l’on 
voudra  ; on  aura  donc 


[Un(.+^)]"  = (^±0(U-)", 

et  en  passant  à la  limite,  ou  faisant  n iniini, 

I ’i 

lim.  (U„)"  = L = (/±  .)  U“  = /=t.. 

Les  deux  limites  L et  / diffèrent  donc  Tune  de  l’autre 
d’une  quantité  e qui  peut  devenir  aussi  petite  que  l’on 
voudra,  et  sont  par  conséquent  rigoureusement  égales. 

■43.  En  appliquant  ces  deux  règles  aux  séries  de  Ma-, 
claurin  ou  de  Taylor,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

Soit  F(x)  une  fonctièn  de  x,  et  (p„  la  valeur  numéri- 
que de  l’expression 


F(")  (o> 


FC)(x), 


1.2.3. ../I  ' 1.2.3.. ./I 

suivant  qu’il  s’agira  de  la  série  de  Maclaurin  ou  de  la 
série  de  Taylor,  soit  de  plus  ^ la  limite  vei's  laquelle 
convergent,  tandis  que  « croit  indéiliiiment,  les  plus 

I 

grandes  valeuiS  de  (y»)"  ou  bien  encore  la  limite  unique 
du  rapport  ' , ,ccs  deux  séries  seront  convergentes 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x sera 
inférieure  à -,  et  divergentes  toutes  les  fois  que  la  valeur 

numérique  de  x surpassera  ^ : en  elfet,  si  l'on  désigne 

par  M„  = zt:(p„x“  le  terme  général  de  ces  séries,  011  aura  , 
dans  le  premier  cas, 


liiii.  = <P.i-  <C  > > lira-  = U’.r  I , 
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et  dans  le  second 


lira.  (U„)"  = 4>x  > 1 , lira.  = <t>x  > i 
Donc,  etc. 

Exemple:  i“.  F(x)  = e*,  F^")(o)=i, 

I <t„  + y L_  ^ 

<pn  ~ n-{ 


Pn  = 


<^  = lira 


I .2.3. . ,n’ 

I 


I 


la  série 


, = O < >,  = 0®  ; 

n+  I <l> 


X X* 

e*  = I -f-  — + ■{“  5 

I 1.2  1.2.3 


-j-  etc. 


sera  convergente  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  la 
variable  or; 

2°.  On  peut  en  dire  autant  des  deux  séries 

T->  X* 


cos  X = I ■ 

X 

sinx  = -- 

I 


1 .2~^i  .2.3.4 


-etc. , 


i.i.3  1.2.3.45 


— etc. 

t 


En  eflet,  dans  ce  cas,  «b  = lim.  = ) devra  en- 

\ i .T..6.  .n  / 

core  être  plus  petit  que  i , puisque  la  série 


«*  = I -I-  X + 


-...+ 


1. 2 ■ ■ 1 . 2 . 3 . . « 

est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

3°.  Si  l’on  prend  F(x)  = 1 ( i -l- x), 
on  trouvera  * 

F"(o)  = ( — i)*~.fi.a  3.  . . (n — I ), 


q-  etc. 


* —L  îiti 

f’n > - 

n 4>. 


'*’='>  'V 


l+- 

n 


donc  la  série 


4P  * 

l(.+x)  = x--+-^--^  + otc. 
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sera  coiivergciitc*  tant  i[Uo  la  valeur  numérique  de  x sera 
inrérieui’e  à l^iiité; 

4“.  On  en  peut  dire  autant  de  la  série  , 

<j»  3 -J»  5 .*.7 

tangx  = i—  - + l-elc. 

i J 7 

5**.  Si  l'on  prend  = ( i -t-  -i')**’  ^ura 

, FC")(o)  = ^(/«— 1). ..((«  — « + i). 


g-+i  _ n — ^ _ 
'ï  + • 


n 


‘ ’ <I> 


1 ; 


donc  la  série 

( . +x>“  = . + + Ole 

1.2  •1.23 

sera  convergente  tant  <pie  la  valeur  de  x rcsicra  infé- 
rieure à l’unité. 

6°.  On  prouvera  encore  (jue  restaux  formules 

//  I A ' 

X 2 X* 

— ' / 


I (-0  + A)  — U-^) +-  — - 2 rî  + ‘''‘‘-> 


I A ^ 
3 


(a:-f-A)“  =ar''4- - 


i“  M- 


l>  + 


A>4-.... 


suLsisteront  tant  que  l’on  aura  -<[1,  A < x. 

l\.  On  pourrait  croire  que  la  série  de  Maclaurin  a 
toujours  l' (x)  pour  somme  quanil  elle  est  ronvergenle, 
l't  (pie  par  conséquent,  dans  le  cas.où  s(»s  dilférenis  ternies 
s’évanouissent,  la  fonction  F(x)  s’évanouit  ellivniéiiie; 
il  n’en  est  pas  ainsi.  En  ellét,  si  l’on  prend 


-(-y 

F(x)  = c V'/, 


la  fonction  F (.r)  n’est  pas  identiquement  nulle,  et  ce- 
pendaiU  tous  les  ternies  de  la  série  d(;  Maelauriu  se  ré- 
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duirout,  dans,  ce  cas , à o.  a".  Si  l’on  suppose 


la  série  que  l’on  obtiendra  sera  convergente , et  elle  aura 
pour  somme,  non  pas  F (x)  , mais  seulement  son  premier 
terme  e~^‘. 

45.  Toutes  les  fois  néanmoins  que  les  fonctions  F(q;) 
et  F (a:  -4-  pourront  être  exprimées  par  des  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  x,  ces  séries  coïncideront  avec  la 
série  de  Maclaurin  ou  avec  la  série  de  Taylor.  . 
Démonstration.  Supposons  que  l’on  ait 

F(x)=  a„-f-  OiX*  -J-  a,x  -J-  ajx'*’  -J-  etc. , 

«,  ê,  y,  étant  des  nombres  entiers  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  en  dillércntiant  plusieurs  fois  de  suite,  on  aura 

F'(x)  = o,«x*  ' . . , 

F"(x)=a,!t(«  — i)x“  ^ 

+«3y(y — 

F"(x)=  a,  «t  (« — l)  (•  — 2)  x“  ^ -}-a,C(C  — 1)  (f — 

-F  ajy(y  — l)  (y  — + • • • ; 

et  puisqu’on  général  les  quantités  F (o),  F“ (o),  F"(o), 
ne  doivent  se  réduire  ni  à o , ni  à oo  , on  aura  nécessai- 
rement 


N ■ F'W  ^ F"(o) 

ao  = F(o),  «=  I,  a,  = — 6=2,  a,  = — 


' — ^ 5 > • • • 


I ?..3’ 


et  par  suite 


JT* 


F (x)  = F (o)  1 F'  (o)  ^ F"  (o)  + F*'  (o)  + etc. 

Donc , etc . . . 
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, Suppoaon»  pn  second  lieu 

F(x^+  A)  = ^ (x)  -\-p,(x).h‘  +p^  (x) . 4-  (x) . a’’ +etc.; 

. ' * »t  f 

en  düTérentiant  d’abord  par  rapport  à x,  puis  par  rap- 
port à A , nous  aurons  ’ 

</F(x  + A)_t/ip(x)  dp^{x)C  dpi{x)jy 

dx  dx  dx  dx  dx  ’ 

(j)- A -+-f^,(x).A  -*->ip3(x).A’'  -f-‘etc.; 

* < 

puisque  la  fonction  F(x  -f-  A)  est  composée  de  la  tpèmc 
manière  en  x et  en  A,  et  qu’en  posant  jf  + h =y  ■,  on 
ar^vitlemment 

rfF  (x  + A)  _ d¥(x)  dy  _ rfF(r)  ‘ . 

dx  dy  dx  dy  ’ . ' 

rfF(x-f- A)  _ dF{y)  'dF (y)  dF (x-pA) 

dh  dÿ  dh  dy  ^ dx 


Les  deux  dérivées  sont  nécessaire- 

dx  dh  ^ • 

ment  égales  et  doivent  renjermer  les  mêmes  puissances 

de  A.  Dès  lors , en  supposant  les  exposants  a,  S,  y...  rangés 

par  ordre  de  grandeur,  on  aura  • 


■ =tpp,{x)=-^,  ff  = 


d’ailleurs,  en  faisant  A = o,  on  trouve  y(x)  = F(x); 
donc 


ftW  = F (x),  p,(x)  = <fi  {x)  ■ • etc. , ^ 

F (x  H-  A)  = F (x)  ■+■  A F'(x)  -t-  F"  (x)  + etc.  C.  Q.  F.  D. 
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'dixième  leçon. 

Suite  des  applicatioui»  unalUirjtu^e. 

A 


Hègles  de  convergence  des  séries  dont  le  terniè  gétièral 
est  imaginaire,  pplication  aux  formules  de  Tay  lor 
et  de  Maclaarin,  ' 

4» 

4^5.  1/CS  règles  que  nous  avons  données  sur  la  coètvcv- 
geiiec  des  séries  en  général  et  de.s  séries  de  iVIaGlaurin  et 
de  Taylor  en  particulier,  subsistent  encore  dans  le  cas  où 
le  terme  général  de  la  série  m„  et  la  variable  x ont  des  va- 
leurs imaginaires,  mais  alors  il  faut  substituer  à ce  tenue 
général  u„  et  x leurs  modules. 

En  ellet , une  série  dont  le  terme  général  est  imagi- 
naire et  delafonnc  -|-u”  \/  — i peut  être  regardée 

comme  la  somme  de  deux  stliies  réelles  dont. l’une  serait 
nudtipliée  par  le  facteur  imaginaire  \/ — i , de  sorte  que 
l'on  ait 

«o-l-“i -f- = + “i  + -t- .). 

l,a  somme  s„  = s'  des  n premiers  termes  de 

la  première  série , convergera  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n vers  une  limite  fixe,  si  les  deux  sommes 
réelles  s„  , si'  convergent  vers  de  semblables  limites;  il 
eu  résulte  que  la  série  imaginaire  sera  toujours  eotiver- 
•gente  en  même  temps  que  bs  séries  réelles.  D'ailleurs, 
comme  en  appelant  p„  le  module  du  terme  général  de 
la  série  imaginaire,  on  aura 

f»  = i,’  + " n'  > < > «n  . 
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les  deux  séries  u'„ , m,'  , . . . u"  , ir" , . . ï et  par  suite  la 
•érie  Uo,  u, , . ...  u„,  seront  convergentes  si  les  modulés 

fo  y f'i  y • • . "* 

forment  eiix-mémes  une  semblable  .série.  On  déduit. ini- 
médiatement  de  ee  principe- les  deux  théorèmes  suivants. 
■ 47.  i''  TttéoHÈMEi  Cherchez  la  limite  ou  les  liinitéfi 

vers  lesquelles  convci^e,  tandisTjue'* n croh  indéfiniment, 

• 1 

l’une  des  expressions  la  série  îfuaginaire 

sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
unique  ou  la  plus  grande  dg  ces  limites  sera  plus  petite 
ou  plus  grande  que  l'unité. 

a'  Théorème.  Soient  F(oi')  une  fonctiuu  imaginaire 
de  la  variable  x,  et  <j>„  le  module  do  l’expression 

^ ^ ^ Hnrfte  vers  laqueDe 

converge;  tandis  que  «croit  indéfiniment, ^a  limite  uni- 
que ou  la  plus  grande  des  limites  de  l’iiue  ou  l’autre  des 

I 

quantités  la  série  de  Maclaurin  sera  con- 

vergentc  toutes  les  fois  que' la  valeur  numérique  ou  le 

module  de  x sera  inférieur  à -. 

♦ 

Pour  appliquer  ce  théorème  à la  série  de  Taylor,  il 
suilit  de  remplacer  l’expression 


I 

1.2.3. 


- F("J(o) 


par 


I 

I .2.3. 


<">’(x).  . 


48.  Ce  dernier  théorème  suppose  que  l’cfti  puisse 
étendre  les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  au  cas  où 
la  variable  x devient  imaginaire;  or  c’est  à quoi  l’on 
parviendra  facilement  comme  il  suit. 

Soit 


x = />-p./v/~r  =r  r(cost-|-  *1  sin  f) 
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une  valeur  imaginaire  de  la  variable  a:;  considérons  r 
comme  seul  variable,  et  posons  , * 

H 

F(j:)  = F[r(cos/^V/^«inr)]  = <p  (r)  + \zpi7  ;g(r)  ; 

nous  aurons,  en  difTérentjant  plusieurs  fois  de  suite  par 
Vajjport  à r,  '* 

F'  [r(^cos/4-  — • ân  / ) ] (cos  r 4-  — i sint). 

F"^r(çost4- V''^^i^^siiir)](cosr  -f-  ï sinf)* 

= (r)+V/II7*"(r), 

■ • ' . . 

F("î  [ r(  cosf + V/  — I MDÉ )](cosf4-  V'  — I sinr)"  , 

. ■ = -b  ('■]>. 

d’où,  en  posant  r=o,  , " 

p(o)4-V/'iri;g(o)  = F(o),  

(«)+  — I x'{°)  = F'(o)(cos/+l/' — I sinf), 

x"  (o)=F"  {o)  ( cos  f 4-  — t sin  f )’ , 

• ^ .N 

^W(o)4-\/IIÏ  ;t^"^(o)  = F (“){o)  (cosr+  \/  — I sin/)",; 
on  a de  plus*  - ■ ■ 

ç(/-)  = î»(o)4-y  ?>.'(o)4--^<p"(o)4- •••• 

+ iTâ.  3'. 

K{r)  = x{o)+~x'{o)-^-f^xr{o)+....:. ... 

et  par  suite 

P{r)  + \/^i  x{r)  = <P{o)  + y^i  x{o) 

+ r[^'{o)  + y'~,^'(o}]  + .., 
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F(x)  = F(o)4--  F'(o)  + — V(o)+ ' 

. I . a ^ 

• r,pt«)(0,r)  + V/li:7;t;C«i(0.r)~[ 

' i.a.3...n  '(cos^+ I sinfl)" 

On  peut  mettre  le  dernier  terme  ou  le  re^te  de  cette 
formule  sous  une  autre  forme  ; en.  effet,  on  a 

^C-)(0,r)  = ^W(^)4.I„  ;gW(0,r)  = ;BW(o)  + I.,  < 

I,  et  If  étant  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  r;  donc 

=F(")(o)(cosr-f-p/ — I sin/)"+I,+I,  t/ — i ; 
et  par  conséquent 

F(x)=F(o)+ÎF{o)+flF''(o)+...+^^^^[FW(^^ 


I étant  une  quantité 


(cosr-+-  — Tsinr)' 


qui  s'évanouit 


avec  r,  et  par  suite  avec  x. 

En  désignant  par  a une  valeur  particulière,  réelle  ou 
imaginaire  de  la  variable  x,  et  posant 

X — fl  = * = ^ (cost  + sinr), 

F(x)  =:  F (a  + z ) = F [a  -f-  p(cosr+  — i sinr)] 

= 4>{f)+V/^X(^); 

on  trouverait  de  même,  en  différentiant  par  rapport  à p, 
(cosT  + — I sinr)"H"5  [a  +p(cosr+\/  — i sinr)] 

ef  gn  posant  p — o, 

F(a)  = <l>(o)-4- X(o), 

(cosr  — I sin  r)F'  (a)=  <l>'(o)+  \/ — i X'(o), 

( cosr  + sin t)"F(")  (a)  — 4>C-)(o) 4- X(")(o). 
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On  aura  de  plus,  d'après  une  formule  connue, 

# , V ^ 

<l.(f)  = 4.(o)+^'(o)  + -^4>"(o}-f-,.  H Ç—  tc^o.p), 

■ 1 • 2 I 

X(ç)  = X(o)^^jX'(o)  + f^  X"(o)  +...+  XW(0.,^. 

« V ■ * 

et  l’on  en  conclura 

• » 

F(x)=  F(<2)+  ^ F'(a)+(f^  F» 

, (j— a)"  ra»(")(0.f)  + W^^XC")(C,p)-1 

l.2.3...aL  (cosr-f.  V/^sinr)"  J’ 

FW=F(^)H-i=2  r w+!i^‘  F-(„)  +. . . 

+rr3"îii‘'”w+'i'. 

Si  dans  ces  dernières  équations,  aprèsavoir  poséo" — a = /i, 
on  change  a en  x,  il  viendra 

F (x  -J-  /,  ) = F (x)  + ^ F'  (x)  + ^ F"  (x)  + 

H --T F(- - ■ )(x) H [ F(”) (x)  + I ]. 

Lorsque  dans  ces  diverses  formules,  on  supjwse  que  les 
restes 

X"  \/^—i  (0,r) 

1.7.3. ..n  (cost  + \/ — I sinr)" 

h " <tl"  )(0,p)-HX^  XC")(6,p) 

1.2.3^  n (cosr  -|-  — I sinT)" 


Ix" 


lA" 


-,  diminneiu 


• ou  seulement  les  quantités  = , — , 

* . i.a.3...«  1.2. 3. ..a 

indéfiniment  à mesure  que  n augmente,  ce  qui  arrivera-, 

1°.  Si  X et  h sont  des  quantités  infiniment  petites  j 
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2®.  Si  . . 

9'~">i0.r)+y'~iZ^'1(0,r).  <!.(•)  (6.  p)  + \/^  XwV.P), 

ou  la  quantité  F,  conservent  loujoui's  des  valeurs  (inies, 
ou  trouvera  , 

F (x)  = F(o)  H-  î F'(o)  + i F"  (o)  + . . . etc.,  • 

F(x+  h)  = F (x) -t- - F' (x)  + — F"(x)  + . . . etc.; 

'or  ees  dernières  formidcs  sont  évidemment  les  formules 
de  Maclaurip  et  de  Taylor,  étendîtes  au  cas  où  la  varia- 
ble X et  son  accroissemcut  h reçoivent  des  valeurs  ima- 
ginaires. 

La  seconde  des  conditions  ci-dessus  énoncées , sera  .satis- 
faite si  l’on  prend  pour  F(x)  une  des  trois  fonctions  e', 
cosÆ,  sinx,  et  par  conséquent  les  séries  qui  donnent 
ces  fonctions  seront  convergentes  pour  une  valeur  finie 
quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  variable  x.  ' 
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Suite  des  applications  analytiques. 


Développement  d'une  fonction  de  x qui  devient  infinie 
pour  X = a , suivant  les  puissances  ascendantes  de 
$ X —'a.  Décomposition . des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simple^. 

49.  Tous  les  développements  obtenus  jusqu’ici  n’ad- 
meltaicnl  que  des  puissances  __entières  dp. x ou  a:  — a, 
parce  que  nous  supposions  toujours  que  la  fonction  F (x) 
ne  devenait  infinie  ni  pour  x ^ o , ni  pour  x = a.  Suppo- 
sons maintenant  qu’il  eti  est 'autrement  ; que  F (a)=  œ , 

- = O,  ou  que  Ffx)  soit  do  la  forme  F(x)  = ; 

F(a)  » M V / W (x  — a)“ 

9>(x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x = a;  on  dit. 

dans  ce  cas , que  1 équation  ® racines 

égales  à a.  Puisque,  par  hypothèse,  la  fonction, 
conserve  ime  valeur  finie  pour  x = a,  d ayant  d’ailleurs 
une  valent»  replie  ou  imaginaire,  nous  aurons,  d’après 
une  formule  connue , 


^(j:)  = ip{a)-+-  ?■'(")  + • ' . „ • ~ + • • 


1.2 
1.2.3. ..a 


I s’évanouissant  quand  on  fait  x = a.  En  divisant  les 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  par  (x  — 
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on  liouvera 


'PW  =;FM=  I ' I ' 

(x — a)"  ^ ' (x— «)“  I (x — fl)""*  i.a(x — 

1 ^C"-Q(a)  ^ ^"(a)  _^ip("'+0(«)(x  — fl) 

i.2...(m  — i)  X — fl  ' 1.2... fl/  1 . 2.../n.(fli+i)  ”" 

A l’aide  de  celte  dernière  formule  ou  pourra  doue  eu-  * 
core  dévelopj>er  F(.x‘)  suivant  les  jtuissauces  entières  et 
ascendantes  de  x — a\  seulement  les  ni  premiers  termes 
du  développement  renfermeront  des  puissances  négatives 
de  celle  dilféreucc.  Si  l’on  fait  n = ni,  il  viendra 


(x— fl)"  (x fl)"~'  l . 2 (x fl)"“’ 

_j ■ P (a)  (a)  J 

l.2...(/«  l)  (.C fl)  1.2  3...  /fl 

(pi">(a)  conservera  eu  général  une  valeur  finie;  c’est  ce 
tpii  arrivera  en  particulier  si  J'(x)  et  f(x)  sont  deux 
fonctions  entières  de  x,  c’est-à-dire  si  F(a:)  devient  une 

fraction  rationnelle  i alors,  en  désignant  par  m le 

nombre  des  racines  de  l’équation  f (x)  = o égales  à a, 
par  n,  P , q...  le  nombre  des  racines  égales  à h,  c,  d,... 
et  par  IN  un  coeHicient  constant,  on  aura 

f (x)  = N (x  — fl)"  (x  — è)  " (x  — c)r . . . , 

p(.)  = (x_fl)" X F(x)  = _ 

. =^/{x)(x  — 6)-"(x— •c)-/’,... 

On  obtiendrait  (jjl")(rt)  en  difl'éren liant  m fois  celte  der- 
nière expression,  et  remplaçant  x par  a,  or  l’on  voit  évi- 
demment queç^")(rt)  ne  deviendra  pas  infinie  pour  x=a. 
T.  I.  6- 
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De  plus,  OU  posant 

ÿ(rt)  = A«,  — A^,  .. 

1 .2.3. . . fw— I ) ' ' 1.1.3. ..m 


oïl  trouve 


/w_ 


+ 


A, 


f(j-)  (J-—  «)"  {x  — «)"-■ 


+ a:  {^)- 


50.  I.a  fraction  rationnolleV7-(pout  donc  t^tre  dcconi- 

posée  en  deux  parties  dont  tune  est  la  somme  de  plu- 
sieurs fractions  qui  oflTrirout  des  numérateurs  ronstaiits, 
et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  de 
X — a,  tandis  que  l’autre  partie  j((x)conserve  une  valeur 
Unie  pour  x = a. 

Fil  représentant  par 

B,  B,.,  

(x — b)"  (x — hy~'  *’  ' X — ( 

par 


etc. 


Sî I etc 

(X_  c)F^  (x— C)F-'  • • ^ . 


ce  que  devient  la  suite 


A„ 


A, 


, quand 


(x  — a)"  X — a 

on  y change  tour  à tour  a e.ii  h,  c,  d.  ...  m en  n,  p, 
<f , etc.. . .,  les  diflérences 

/(j) A;.  A, 

f(x)  (x — a)"  X— fl’ 


m 


B,  /(j) 


C. 


f (x)  (x  — by'"  X — b'  f (x)  (x  — c)F  ' ' ’ X — c ’ 

ne  deviendront  plus  infinies,  la  première  pourx  = «, 
la  deuxième  jjour  x = A,  etc. ...  ; de  sorte  «[u’en  posant 

B,  B, 


f{^)  An  

t'(.r)  (x — a)“  ^x  — a~^[x — 6)"  ’ ' ' """x — b 


Q, 
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ou 

/(x)  A „ A, B„  B,  

f(.r)  (j — a)"  X — a (x  — b)"  x — b " 

Q ne  deviendra  infini  pour  aucune  des  valeurs  j?  = a, 
X ■=  h. . . D’ailleurs  aucune  autre  valeur  de  x ue  peut 
rendre  la  dillerence  du  premier  membre  infinie,  Q ne 
devient  donc  infini  pour  aucune  valeur  de  .r,  ce  qui  exige" 
que  Q soit  une  fonction  entière  de  x. 

Enfin  si  l’on  pose 


A„ 


A , 


A. 


(x — n)" 


(x  — «)"  ' 

. B. 


— a (x  — b)” 


etc.  = 


R 

f(x)’ 


X — b (x  — c)r  ' ’ ' 

R sera  aussi  une  fonction  entière  de  j:,  car 
f(x)  = (x  — a)"  X (x — by . . 

et  l’on  aura 


On  voit  sous  cette  forme  que  les  deux  fonctions  entières 
Q et  R,  dont  la  seconde  est  d’un  degré  inférieur  à celui 
de  f (x),  représenteront  évidemment  le  quotient  et  le  reste 
de  la  division  de  f {x)  par  f(x).  , 

51 . L’équation 


= Q H — 

f(x)  (x— a)- .'^(x  — a)" 


+ 


+ 


B„_. 


A. 

JP  — a 

B. 


: — b)"  (x  — by~'  ' ’ ' X — 


4-  etc . . . 


renferme  le  théorème  suivant  : soif^^  une  fraction  ra- 

f(x) 

6.. 
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tionncllc  dans  laquelle  le  degré  du  numérateur  e.sl  supé- 
rieur au  degré  du  dénominateur,  et  a,  b,c,...  les  racines 
de  l’équation  f (.r)  = o ; pour  décomposer  la  fraction 

en  fractions  simples,  il  suffira  de  la  développer, 

f(ar) 

i”  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x — a,  2”  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — i , 3°  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x — c,  etc.;  puis  d’ajouter  au 
(juotient  de  la  division  de  f (x)  par  f(x)  la  somme  des 
termes  qui  dans  les  divers  développements  deviendront 
iniinis  pour  x = a,  x = &,x=c,  etc. 

Dans  le  cas  où  le  degré  de  f(x'^  est  inférieur  à celui 
de  f(x),  le  quotient  Q est  nul , le  reste  R est  égal  à /(x), 
et  l’on  a 


f{^) _| 

f (x)  (x  — <i)"  (x  — a) 


, A|  I Bn 

— T • • • r 


X — a (x  — i)* 


+••• 


B, 


+ 


iç _| 

X — b ' (.r  — £•)/’  X 


C. 


-etc..  , 


Dans  ce  cas,  pour  décomposer  la  fraction en 

f x) 


frac- 


tions simples,  il  suffira  de  la  développer,  1°  suivant 
les  puissances  aseendantes  de  x — a,  2”  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x — h,  etc.  . . , puis  de  faire  la 
somme  des  termes  qui  renferment  des  puissances  néga- 
tives des  difTérences  x — a,  x — A,  x — c. ... 


52.  Quand  l’équation  f(x)  = 0 a toutes  .ses  racines  iné- 
gales, on  a 


m ■=:  n — p. . . = I , 


f(x)=  N(x— <j)(x—  b){x  — c) 


/(•^)  _ ^ I 

f (.r)  X — a X — b x — c ’ ' 
de  plus,  les  valeurs  des  coefficients  A, , 


• "f-Q  • • . 

\ 

R) , C, , etc. 


, . . • 
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4;oïncideiil  avec  celles  des  produits 

(.■orrespoiidaiiles  à x = a,  x = b,  x = c. . . . Toutes  ces 
fractions  deviennent  -,  mais  on  obtiendra  leurs  véritables 

O 

valeurs  en  différentiant  d’abord  haut  et  bas,  ce  qui  donne 

(X  — a)/'(x)+/(x)  (x_i)/'(x)+/{x) 

f'(x)  ’ f'(x) 

(x  — c)/'(x)  +/(x) 


f'(x) 


etc.  ; . . 


et  faisant  ensuite  x = « ou  x-=h , etc.,.  ..  on  aura  ainsi 

* _/W  R r 

' ~ f'(fl)  ’ ' “ f'(6)  ’ ' ~ f'(c)' 

D’ailleurs  l’équation 

f (x)  =:  N (x  — a)  (x  — 6)  (x  — c) . . . 

dounc 

f ' (x)  = N (x  — b)  (.r — c)  i . . + N (x  — a)  (x  — c)...-|-  etc. , 
r (a)  = IS(a  — b)(a  — c)...  f'(b)  =TS  (b  — a)  (b —c) . , 


donc 

A. 


/H 


-,  B.  = 


/w 


etc... 


N (a  — i)(a  — c)...’  N (6 — a)(b—c)... 

On  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  première  de  res 
valeurs  et  par  suite  toutes  ks  autres  de  l’équation 

f(x)  N(x  — è)(x— c)’ 


d’où 
A,  = ^(a}=; 


/(«) 


-,  B,=^(è)= 


/(*) 


-,  etc. 


N(„_/,)(rt_c).  a){6— c)...’ 

Cela  posé,  on  aura,  si  le  degré  de  f (x)  est  inférieur  .à 
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celui  de  f(x), 

/(« 

_ 
fC 


[/(«) 

{a— b)  [a  — c)... 

, /{b) 

(b  — a\  (b—c 


X 

X — 


/■w  = /w 


/A  \ /A  ^ ^ Â + • • 

[b  — a)[b  —c)  . , X — b 

(j-  — a)  (x  — c).  . , 


] 


/(A) 


(«  — — c) . . . ^ ^ {b  — «)  (^  — c'j,  . . 

(x  — a)  (x  — c) ..  . . 

+ ^ ^ rs — ^W---  e‘c.... 

(c  — a)  {c  — b)... 

Cette  formule,  connue  sous  le  nom  de  formtJe  d’interpo- 
lation de  Lagrange,  sert  à la  détermination  d’une  fonc- 
tion entière  de  x du  degré  n — i , quand  on  connaît  n 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  f (a) , f (b) .... 

Lorsque  les  fonctions  J'Çx'),  f(x)  se  présentent  sous 
forme  réelle,  et  que  les  deux  racines  a,  b,  sont  ima- 
ginaires et  conjuguées,  de  la  forme  a -f-  6 — i , 

a — Si/  — I , on  a 


/(,-!- g W/ZT7) 

r(a+C  \/^)’  ' f'(*' 


Cl/— 1 


si  l’on  remarque  que  pour  passer  de  f{(x-\-ë  — i ) et 

f'(a-»_Êv^/:rr)à /(a  — sv/^),  f'(a_6\/=7), 

il  suffit  de  changer  1/ — i en  — V' — i,  et  si  l’on  pose 

/(«_|_g  l/Ti  ) A-f-  B l/^  _ (AA'-BB')-t-(AB'H-BA')l/^ 
f '(.-j-C  l/TT  ')  ~ A'-f-B' A'*  -t-  B'> 

BA' 


AA'  — BB'  „ AB 
G = ■ ■■  ■ — , H = 


A'> 


A"  -I-  B'’ 


on  aura 


A, 


(AA'  — BB')  -h  (AB'  -I-  BA')  i _ ^ . 

— I H'a  — VJ  -f-  O K I , 


^ (AA'-BB')-(AB'-|-BA')l/:r7  _ 

B.  = J1b>. - (x  — H V—^  , 
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A. 


B. 


x—a  x—b  X — a+Cl/— I 

aG  (x  — *)  — aHâ 

— (x  — »)>  + C*  • 

Les  deux  fractions  correspondantes  à deux  racines  imagi- 
naires se  réuniront  donc  pour  en  former  une  seule  dont 
le  numérateur  est  uue  fonction  réelle  et  linéaire  de  x, 
et  le  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré. 

53.  On  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  pour  arri- 

V(x) 

ver  à décomposer  la  fraction  rationnellevV-{  en  fractions 

f (x) 

simples,  mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
rement les  mômes  valeui’s  des  coellicierits  A,,  A,, . . . A„_,, 
B,,  B,,.  . . B„_,,  etc..  . . Pour  le  démontrer,  reprenons 
l’éipiation 


y W n _i_  __A"  -j_  ^ - ■ 

I (x)  (x  — a)"  (x — a)"" 


et  posons 
O f ^x^  4- 


(x  — h ' 

B._.f(x) 
(x — bY~' 


B„  _ 

X — a (x — b)" 

B 

- 7 +etc., 

X — h 


■ f W 

[x—cy 

: 4 (x)  (i  — a)", 


. . etc. 


vf/(x)  sera  une  fonction  entière  dex,  et  nous  aurons 


/w= 


A.f(x) 
(x  — a)- 


A,_,f(x) 
(x  — a)“  “ ' 


A,f(x) 
(x— a) 


+ (x — af4{x}- 


Or,  si  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  posé 
X =a~\-h,  ou  développe  les  deux  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  /i,  on  aura,  en  remarqiiaul 
que  la  foiietioii  f(.r)  s’évanouit  poiirx=rt,  ainsi  «pie 
ses  dérivées  jus([u’à  celle  d«‘ l’ordre  m exclusivcmciil , 
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fU\  + , /^">(^)/>" 

I i.a  1.2.3  ‘•^*’’’  i.2...m 


= (A„  + A„ _ . A + A, A> . . . + A. /!"- ■) 
r fC")(a) 

L I .2  . . .n 


H 


I .2.  . .(ni  + i)‘"  ■ I .2.  . 7* 


fl  étant  le  degré  de  f(jc),  et  par  suite 


/W  = 


A,f  C")  (a) 

1 ,2...m 


/'W 


A^_,fC)(l7) 
I .2.  . ,/W 


A„f("+~)  (n) 

I .2...(in  + i ) ’ 


d’où 


A„ 


I 2. 3... /»/(«) 
fC")  (a) 

1,2.3.. .(m+i)/'(«)  — A„f  ("+■)  (fl) 
(ra  + l)  («)  ’ 


etc.... 


Or  il  c.st  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  A,„,  A„_,,  etc., 
sont  identiques  avec  celles  que  nous  avons  obtenues  par 
la  première  inélliode. 

Eu  edet,  A„  était  ce  que  devient  if>(x)  = ' — —, 

quand  on  y fait  x=«,  or  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion du  second  membre  s'évanouissant  pour  x = o , ainsi 
que  leurs  dérivées  jusqu’à  celle  de  l’ordre  m exclusive- 
ment, la  valeur  de  cette  fraction  pour  x = a ou  ^ (a) 
sera  égale  au  rapport  desvaleurs  des  dérivées  m''""',  rap- 
port qui  est 


1 . 2 . 3 . . . /ny  (n)  /"(a) 

- ■■  . ■—/  OU ^ - etc 

rC")(«)  (a_A)"(a_c)F(«_rf)9...’ 

On  prouverait  de  la  môme  manière  que  les  valeurs  de 
A„_,,...  A,,  B„,  etc.,  coïncident  avec  celles  fournies 
par  le  premier  développement  qui  a l'avantage  de  donner 
les  coefficients  indépendamment  les  uns  des  autres  et  sous 
la  forme  la  plus  simple. 
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t 


I”.  F (x)  : 


.m- 


;./W  = '.  /'W=o> 


f(x)  (x— i)*(x+i)’ 
f(x)  = (x  — i)*(x-t-i),a=ii  m = •}.,  b=  — ^l,  n — 1 , 
f'(x)  = 2(x— i)(x+  i)  + (x  — i)», 

f"(x)=*(x l)-|-  2 (x4-i)+2(x 1) 

= 4 (■^— ')  + 2 (x+ 1), 

A,  = (p(a)=|,  U 

A.  ='p'(a)  =—■ r.  B,  =<P.(*)  = i; 


d’où 


A. 


A. 


B, 

(x I )’  (x  + I ) (x  I )*  ~^  X I X + I 

-f 


/w . 


2(x— l)’  4(x_,)^4(x-l-  l)’ 

I I 


A.  ^ B. 


’ f(x)  X* J (x+i)(x — 1)  (x l)  (x+l)’ 

f(x)=:x’ I,  f'(x)  = 2x, 


A ~m~L  B --ctiii- 


d’où 


Il  II 


I 2 X — I 2 X -f-  I 


f(x)  x"* 

3".  = — -,  m étant  plus  petit  que  n.  On  a 

/(x)  =x",  f (x)  = x"  — I,  f'(x)  = nx"“'. 
Toutes  les  racines  a , b , c , etc.  , de  l’équatiuii 
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— 1 = 0,  ,ou  X"  — I , sont  illégales  et  comprises 
dans  la  formule, 

• * ’ ' 1 r ’ 

. I • » , 7.KX  , , y . lk'*n 

• X = COS ± Y — I sin , . 

A représentant  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à - : 
, 2 
de  phis , pour  chacune  de  ces  racines  on  aura 

,/W  x"-^>  x’"+' 

*’  f'(-r)  «*"“■  /LT*  n 

if  2 A (m -|- i)  » , . y . 

= - cos — ± K — I sin  i — ■ 

/J  L " n J 

On  obtiendra  la  valeur  des  coefficients  Aj,  B,,  C,,...  etc. , 
en  donnant  tour  à tour  à A,  dans  cette  éijuation',  toutes 

les  valeurs  depuis  A = o jusqu’à  A = ^ , puis  on  les 
substituera  dans  l’équation 

— + +etc-, 

f (x)  X — a X — b 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  imagi- 
naires conjuguées , etc. 
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Suite  des  applications  analytiques. 


Sixième  application.  Conséquences  de  (Quelques-unes 
des  formules  précédemment  obtenues. 


Reprenons  les  séries 

X , X’  ♦ 

1-=  I 4-y+77^h 


jj- 


etc. , s 


■ . 1. 3 

— ...  etc. , 


X*  . X* 

cosx=i-  — +77^34 

X X^  . ^ 

sinx=-  — 3 3 ^ 5 


— . . . etc. 


Ces  séries,  comme  nous  l’avons  vu,  subsistent  quellt!  que 
soit  la  valeur  réelle  ouimaginaire  attribuéeà  la  variables; 
on  peut  donc  les  étendre  à tous  les  cas  possibles,  et  les 
considérer  comme  pouvant  servir  à fixer  le  sens  des  trois 
notations 

e* , cos  X , sin  x. 

En  changeant,  dans  la  première  de  ces  équations,  X en, 

a-*, 

; + 


xla 

I 


lû>  4- 

\a  -t" 

I . '2 

1 .a. 3 

H 

il 

ou  en 

etc. 


on 


trouvera 


I X* 


I . 2 


+ 


1 . 2 . 3 . 4 . 


1.2.3  "^1.2. 3. 4 

' _L.  . . . — COS  X + ^ ’ 


Digitized  by  Google 


CALCUL  DIFFÉRENïitL. 


9'i 


V— I 


j:' 


1.2  1.2.3  I .2.3.4 


' X=-K— I . 

r I . 2.3 .4.  5 ' ‘ ■ 


■ I ^sin  JT  : 


pn  a do^c 

CO8X  + sinx  = é‘^~\  cosx — \/'^s,\tix=e  , 

ou  aura  de  même  * 


d' 


ou 


cos  F + K— I sin_y  = 

1 


(cos X + \/—t  sin  x)  (cos7_ ■+■  \/ — i sin/)  z=  ^ ' 

î=  cos  (x  H- /)  + V/CI7  sin  (x  4- J-) , 

• cos  (x  4-^)  =:  cosxcosr  — sin  xsin_;', 
sin  (x  4-  .y^)  = sin  x cosj^  -(-  sin  / cosx  ; 


on  aura  encore-,  . 

9 ' ' ' 

(cosx  4-\/— I sinx)(cos/4”V/ — 1 sin/)(cosz4-\/'^ — isin*)... 

_ ^(»+x+A. -.)»/- 1 _ ^ sin(x4-/4-z...), 

d’où  l’on  tirera  en  faisant  /•  = x . . . = x , 

(cos  X 4-  — I sinx)"  = cos  mx  4-  \/ — 1 sin/nx. 

.Cette  dernière  formule  fut  donnée  d’abord  par  Moivre, 
dont  elle  a retenu  le  nom. 

La  multiplication  d’expressions  de  la  forme 

COSX’  4-  • sin  X, 


se  réduit  donc  à une  addition,  et  l’élévation  aux  puis- 
sances à une  multiplication.  Ce  résultat  est  très  impor- 
tant, puisque,  comme  on  le  verra,  toute  expression  imagi- 
naire « 4-  S V/  — I peut  se  mettre  sous  la  forme 


r l cos  t ■ 
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On  aura  encore 

I 


cosx- 


- 1 sin  X 


= c =cosx-^'-isinx, 


Ainsi  pour  diviser  par  (cosx  -f-  V/ — i siii  x)",  il.suffitde 
multiplier  par  cos  mx  — I sin/nx. 

•* 

55.  En  partant  des  mêmes  principes,  il  sera  facile  de 
fixer  le  sens  des  notations  * 

x“,  A“,  Lx,  sinx,  cosx, 

dans  le  cas  où  la  variable  x devient  imaginaire. 

Nous  avons  dit  que  toute  expression  imaginaire 
a 4-  ê \/  — I pouvait  se  mettre  sous  la  fonme 

r(cos/4“  \/ — I sinf)  ; 

il  suffît  pour  cela  de  prendre  , 

r = cos  t = 


sm  t — 


l/a*  +C> 

: 


i/^ 


, t ~ arc  tang  - 

, » 


Si  Ton  désigne  par  t la  plus  petite  valeur  absolue  de  l’arc 

C K 

qui  a-  pour  tangente,  cet  arc  sera  compris  entre  - et 

— cosT  sera  essentiellement  positif,  et  si  l’on  suppose  « 
positif,  on  aura 


— 3111*  — — . 

V/  «•  4-  l/a>  4-^ 

cos/=cosr,  sinfrzsinr. 
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La  valeur  générale  (le;  sera 

/ = Tlh2^îr,  et  4:  = r ( cost  + |/ — rsinr); 

* • * * 

si-  au  contraire  a ç‘st  négatif,  on  trouvera 


cosr  = • 


V/a>  +;>’ 


Sin  T : 


1/  «>  + C’  ’ 

cos  f = — rosT , sin f = — sin  T, 

* t = r±(2X-  + i)  X,  x = — r (cosr  + \/  — i sinr). 

Cela  posé,  i°  si  a est  un  nombre  entier  w,  on  aura 
j-o  _ J.™  - fX  (cosr  + \/ — I sinr)", 

équation  qui  entraîne,  comme  nous  l’avons  vu,  la  sui- 
vante, 

=r  r"  ( cosmr  \/— i sin/nf)  j 

I 

2“.  Si  a est  une  fraction  - , x“  — x"  aura  un  certain 


nombre  de  valeurs,  en  désignant  par  ((i'))"  l’ensemble  de 

I I 

cesvalcurs,  par((i))",  (( — i))"  les  racines  de  -f-  i 

ou  — I,  on  aura,  si  «>o,  a:  = r(cosT4- W’^^^sin t) , 

i ' ‘ 

((x))"  = r"  feos  ^ -H  V^\  sin  ^ j(('))"î 

si  «<Co,  •î'  = — r(cosT-|-  — I sinr) , 


((x)r=r"fcos^ 


— • sin  ^ )((—•))"• 


56.  Quant  aux  valeurs  générales  de  ((i))",  (( — i))",  ou 
les  obtiendra  en  cliercliant  les  valeurs  dt! 

X 3=  r (cos / — I sin/) 
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propres  à vérjiifi’ les  «jualioiis 

J.»  _ J.H  (^cosnf  + 1/  — I siI»n^  ) = i , ' 

.r"  = r"  [cas nt  \{ — i siIln^)=: — i; 

or  on  satisfera  à la  première  en  posant 
r—\,  cosnl  = I,  sin/irrr  o,  nt  =db  /=± 


S 

9*» 


iktr 


et  à la  seconde,  en  posant 

r=i,  cosnt=t,  sin/it  — O,  nt— .±(2A-+ i)t. 


aX  + I 

e=± x: 


on  aura  donc 


//  \,i,  ^Xw  y . 2Xt 

(( i))"  = cos ± K — I sm , 

" " n n 

I 

//  wn  2X  + 1 , . 2.x  + I 

(( — i))"  = cos xihW' — I SU» T. 

" " n n 


Ces  équations  foumissent  pour  chacune  des  expressions 

I I 

((1))",  (( — i))",  n valeurs  distinctes  que  l’on  obtiendra  en 
donnant  tour  à tour  pour  valeur  à 2A  tous  les  nombres 
pairs,  à 2A -|-  I tous  les  nombres  impairs  compris  entre 
O et  n inclusivement.  Il  est  facile  de  d(-montrcr  (pt’il 
suffit  de  donner  à 2A  ou  à 2A  + i ces  deux  séries  de  va-- 
leurs.  En  efl’et,  i”  soit  v le  nombre  entier  le  plus  rap- 
X 

proché  du  rapport  —,  la  dillerence  entre  les  deux  nom- 
bres V et  — sera  tout  au  plus  égale  à -J,  en  sorte  qu'ou 
X X'  X' 

aura  — = v ± — , — désignant  ime  fraction  égale  ou 

/I  n /I 

inférieure  à j , et  par  suite  k'  un  nombre  entier  infé- 
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rieur  OU  tout  au  plus  égal  à - ; on  en  conclura 


ikr  , aX'TT 

= 2»7T  ± , 

• n n 


2 / X . 

co  s ' 

n 


— . 2Xx 

-I  sin 

n 


= cos ±1/ — I sin 


. 2 X'a 

n 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((i))”  seront  com- 
prises dans  la  formule  ’ 

2X't  . . / . ik'TT 

cos ± K — I sin  — , 

n n 

si  l’on  suppose  ih.'  renfermée  entre  les  limites  o et  n\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

I 

cos  2-Xx  , , . -xkw 

((0)  = — ±V/— isin— , 

si  l'on  y suppose  nk  rcnfci'mé  entre  les  mêmes  limites. 

Soit  de  même  v le  uombre  entier  le  plus  rapproché  du 

(2X-f-i)x  , -2/î,  — (aAq--i)  , 

rapport  ^ : Ja  diflerence  ■ ■ ^ ^ entre  les 

nombres  v et  — f>st  évidemment  une  fraction  de 
2/1 

numérateur  impair  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à ^ 
^cn  sorte  qu’on  aura 

» 2 X -f-  I 1 2 X^  + 1 


2/c'-+- I désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur 
à n,  on  en  conclura 


( 2X  -f-  I ) X _ (a^-f-  ijx 

n n ' 
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(aX:  H-  l)  *■  . . (2X--h  l)  ir 

COS  i — rt  K — I s*n  i — 

n n 

. = COS — ± K — I sin  

n 


i)  w 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  (( — i ))"  seront 
comprises  daus  la  formule 


/ . (2/'-|-l)w 

COS  — ± K — I sin  ^ — , 

n n 

si  l’on  suppose  ik'  i renfermé  entre  les  limites  o et  n , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

I 

//  \\ü  + ■■  _1_  1 / ■ (2^  + 1)»- 

U — •))  = co$i — — ± K — I sm  ' ' — 

n - n 

si  l'on  y suppose  7.k-\-  i renfermé  entre  les  mômes  li- 
mites. 

Si  n est  pair,  -ik  pourra  être  tour  à tour  égalé  à 
o,  2,  4v  (” — les  valeurs  o et  n donneront  pour 

I 

((i))"  deux  racines  réellcs-f-i  et — i , chacune  des  autres 
valeurs  en  nombre  - — donnera  deux  valeup  imagi- 
naires conjuguées.  Dans  le  môme  cas,  2^ -|-  i pourra 
recevoir  les  valeurs  1 , 3,  . (n  — i);  A chacune  de 

ces  valeurs  en  nombre  ^ correspondront  deux  valeurs 


imaginaires  de  l’expression  (( — i))". 

Si  au  contraire  n est  impair , 2k  pourra  recevoir 
toutes  les  valeurs  o,  2,  - • • (”  — *)i  A la  première 

correspondra  une  racine  réelle  et  unique  -f-  i , et  cha- 
cune des  autres , en  nombre  " ^ , fournira  deux  vah-nrs 
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imaginaires  conjuguées  de  l’expression  ((i))“.  Alors  aussi 
nk-\-i  pourra  recevoir  les  valeurs  i,  3,  5,...n  — 2,  «;a 
la  dernière  correspondra  une  racine  unique  et  réelle  — 1 

I 

de  l’expression  (( — i))"  ; chacune  des  autres,  en  nombre 
- — , donnera  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées. 

I I 

De  ce  que  les  expressions  ((i))" , (( — i))"  ont  n va- 
leurs, on  conclut  qu’il  en  est  de  même  de  l’expression 

t 

(W)"- 

.'>7.  Revenons  à l’expression  x“.  3®.  Quand  a est  un 
nombre  fractionnaire — , on  trouve,  si  a>o. 


mm  \ ^ 

ar«  = ((j))"  = r"  feos— t+V^  — I «in ! 

si  a < O , 

mm  V ü? 

x-=((x))"  = r"  ( cos'^T+\/^ïSÏn'^ 


Les  diverses  valeurs  des  expressions  ((i))"?  (( — i))"  seront 
données  par  les  équations 

m 

,,  aX-mir  , , / ikmir 

))  " = cos ± — I sin , 

((— i))"  z=  COS  ^ ±v  — I Sin  ^ 


Comme  les  seconds  membres  de  ces  équations  élevés  à la 
puissance  «,  donnen  t pour  résultats -h  i ou — i,on  en  con- 
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c'iul  que  toutes  les  valeurs  de  ((i))  " ou  (( — i))"  coïncident 

1 I 

aveccelles  de((i))"ou(( — i))"  • 

4“.  Si  a = — m,  on  aura 

(cosmf  — \/  — I sin  mt)  ; 

f>”.  Quand  rt  = — — , on  a,  si  a >■  O, 

. n 

fn  m 

((x))  " = r "j  cos^r— W^sin^rj((l)) 

si  a < O , 

t - 

mm  ^ ttt 

((x))  " " = r“"(cos  ^ r - 1/^  Sin 

l 

et  l’on  reconnaîtra  que  les  diverses  valeurs  des  exprès- 

m m 

sions((i))"  , (( — i))  " , coïncident  encore  avec  les  di- 

verses valeurs  des  expressions  ((i))"  et  (( — i))". 

En  rësumé,  a étant  une  quantité  quelconque  positive, 
négative,  entière,  fractionnaire,  et  x une  quantité  ima- 
ginaire « -1-  6\/:=T  , on  aura , si  a > o, 

{(xj)*  = r*  ( cosar-l-V/  — I sin  ar)  ((l))*; 

si  a <;  o , ' 

((x))*  = r*  ( cosdT  -1-  — I sinar)  (( — l))'; 

. ((i))*  =:  cosaAax  -f-  \/ — I sinaAax, 

(( — >))"'=  cos(a^-f-i)a»-4-  — I sin  (a* -|- ija». 

On  désigne  par  la  notation  particulière  x*,  celle  des 
valeurs  que  l’on  obtient  quand,  « étant  positif,  on  prend  ' 

7-- 
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pour  ((i))“  la  valeur  particulière  i;  on  a ainsi 

X*  = r*  (cos  nr  + \/  — I sinor). 

On  convient  d’étendre  cette  équation  au  cas  même  où 
a devient  irrationnel,  et  de  s’en  servir  pour  fixer  le  sens 
de  la  notation  x“. 

58.  Considérons  maintenant  les  notations  , sin.T, 
cosx,  L(x).  On  a,  comme  nous  l’avons  vu. 


, ■ xta  —<  , t y ■ 

a'  = e , e = cosx -4- K — isinx, 

— — * , y . 

e =cosx  — — I sinx. 


Si  X = a -I-  S V/ — I,  on  aura 
. Cl/37 

P P 


= e* c ’ = <?"(cosC  -1-  \/ — I sin^); 


donc 


— ' («+Cl/ — i)  lo  a la/  , y . -,  \ 

a‘  = a =e  lcos»ln4-K — isinfcla/ 

= a“(cosClû  4-  — I sinCIa). 

Les  équations 


e =co8x+\/ — isinx,  e 

donnent 


— x\y—t 


x\/ — I , — X l/— I 

e e 


cosx  =- 


-,  sinx  = 


=cosx-\/ — I ÿinx, 


xl/ — I — x\y — I 

e — e 


on  aura  dès  lors,  dans  le  cas  oùx  = a4-6\/"  — it 


^+e-‘ 
2 


■ cos«  ■ 


e -f-e 

sin  X = — !— sin  » -f 


cos*  V — I • 


59.  Si  l’on  cherche  les  diverses  valeurs  réelles  ou  ima- 


Digilized  by  Googic 


JH)IIZ1ÈME  LEÇON.  ’ 

ginaii  es  de  y ou  de  z,  propres  à résoudre  les  deux  équa- 
tions . * 

er  = X,  a‘  = X, 

ces  diverses  valeurs  seront  les  logarithmes"  de  x,  calciüés 
dans  le  système  népérien  et  dans  le  système  dont  la  base 
esta;  nous  les  désignerons  par  les  notations  1 ((x)),  L((x)). 
Or  l’équation  a*  = entraîne  la  suivante, 

y^üa,  z=-^, 

I a 


on  aura  donc  toujours  L((x))  = de  sorte  que  pour 

• obtenir  les  logarithmes  de  x,  dans  le  système  dont  la  base 
est  a,  il  suflSt  de  diviser  par  1 a les  logarithmes  népériens 
de  la  même  variable. 

Posons  ' ' 

y =/> -f-y  V/ZI7, 

1 équation  = x donne 
et  si  « > o , 

ef(cosy -|-b/Zr7sin9)=  r(sinT  q-  V/ÜT-sinr),, 

P — cosyrreosT,  siny  = sinr,  y = r±2/)r; 
si  a •<  O, 

cf(cosy  -p  l/— l'siny)  = — r(cosr  -f-  l/ — | sinr), 
P~\r,  cosy=— cost,  siny  = — sinr,  y=::Tdl(3/-f  i)». 
On  aura  donc , si  « > o, 

’ ((■*))  = 1 '•‘4-  r V/  — I it  \/ — I ; ^ 

si  a <;  O, 

HW)  = r\/  — I ± (2/  q_ 
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Si  l’on  fail 

X = I , ou  X = — I , d’où  r = I et  r = o , 
on  aura 

l((l))  =±;2Xt  V/ — I , 1 (( — l))  =±(2/(  + l)n-  v/ — I i 

I et  — I ont  doué  une  infinité  de  logarithmes,  et  l’on 
aura , si  a > o , 

l((x))  = lr  -I-  rV/’U’i  + l ((!)); 

si  a O,  * 

l((x))  =lr  + rV^,  +!((-.)). 

Dans  le  cas  où  a est  positif,  il  existe  un  logarithme  plus 
simple  que  les  autres , celui  que  l’on  obtient  en  faisant 
^ = O,  où,  en  prenant  i pour  1 ((i)),  oii  désigne  ce 
logarithme  particulier  par  la  notation  Ix,  et  l’on  a 

Ix  ==  Ir  -j-  7-  — I • 

On  déduit  la  valeur  de  L((x))  de  celle  de  l((x)),  en  di- 
visant celte  dernière  par  la. 

On  détermine  de  la  même  manière  le  sens  des  nota- 
tions arc  sin  ((x)),  arc  cos  ((x)),  dans  le  cas  oii  x a une 
valeur  imaginaire  a -|-  S — i . S’agit-il,  par  exemple, 
de  arc  sin  ((x)),  on  posera 

ire  sin((x))  — p q \/  — i ; 

d’où 

x=  «-f-»  V/ — I =s'ni (/)-}- 9 — t ) 

^“7  y 

— $in  t)  cos;^  — I . 

2 2 

De  cette  dernière  équation,  on  tirera  les  valeurs  de/?  et  de 
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lo;^ 

<f  , que  l’on  substituera  dans  l’équation 

arcsin((x))=/? -f-ç  \/ — i. 

(^yoytz,  pour  plus  de  détails,  X Analyse  algébrique 
de  M.  Cauchy,  chapitre  IX,  ou  le  Traxlé  de  Calcul 
différentiel  du  même  auteur,  onzième  leçon.) 

60.  Nous  mettrons  fin  à cette  digression  en  étendant  à 
des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x ou  j', 
les  formules  connues 


((x))«  X ((x))‘ = ((x))*  + ‘, 

cos  (x  = cosx  cos^  — sitf  x'sinj, 
sin(x-|-y)  = sinx  cos^  sin^  cosx, 

L«xr))^L(W)+L((r)): 

I".  ((x))“  = r“  (coSflr+  — I sinar)  ({±i))”, 

({x))*=  r*  (cosér+  \/ — isinir)  ((±i))*, 
donc  ((x))“  ((a:))* 

= r*+*cos[(fl4-è)T+\/  — isin(<i+è)r]({±i  ))•+*=  ((x))*+‘; 

2®.  c*  r=  e* =e“(cos»  + sinC), 

et  = e*^(cosî'+  — I sinf'), 

= f ‘ e*  [cos  { C + ^0  "h  sin  ( ^ 4"  ^ ^)J 

— +C')  SA — I — g»  ^ 


I — . 


3". 


<T*a/  = e«'«  4-  (-/'•  = = a‘+ry 


4®.  cosx=cos(«  4-  ^ — > )=  ^ 


„-c 


2 

-C 


cos« 


sin  K 
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C'  — C' 

cos_7'  =cos(ct'  + C'  — •)  — " — 


C —C 
— e ‘ 


sinct  K — I ■ 


cos  (x  +x)  = cos  [ («  + et')  H-  ( f + C')  ] 


cos(«+»')- 


in(a+ï')\/^i 


+ 


e'+f'-c-f-f' 


(cos  » cos«'  — sin  a.  sin  « ') 

(sin  » cos*'+  sin  «'  cos  « )V/=T 


= cosxcos^  — sinx  siq  j. 

Ou  trouverait  de  la  même  manière, 

% 

sin(x+^)=:sinx  cosy +sin  J'  cosx, 
et  par  suite, 

sin^-  — xJ  = cosx,  cos^-  — x^=sinx,etc. 

5°.  On  a identiquement 

x = c'(W),  y = e^m), 

d’où 

^ «xr»  _ ^ ((x))  + 1 ((x)),  (W)  + 1 «x»  - I ((XX))  _ , ^ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  l’exposant  du 
premier  membre  sera  de  la  forme  ± 2/t7rV^^T,  on  aura 
donc  définitivement 

1 (W)  + > ((r))  - 1 M = ± , 

1 ((xj^))  = 1 ((x)) .+ 1 (ir))  ± 2*xV/cr; , 
ou  plus  simplement  i. 

l((xr))  = l((x))  + l((^)); 

car  on  ne  change  rien  au  logarithme  d’une  quantité  ima- 
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ginaire , quand  on  y ajoute  ±.  ohn  — i , (jui  y est  déjà 
compris,  puisque  1 ((a:))  est  égala  la  somme  1 ((x))+ t\/—i 
augmentée  de  rt  aAtr  1/  — i , ou  de  ±(2A-|-i)7rV^ — i . 

Nota.  Les  équations 

((x))*  {(x))‘  = ((x))*>‘,  1 ((x))  4-  1 (ijr))  = l((xr)), 

sont  vraies  dans  ce  sens  seulement,  qu’à  chaque  valeur  du 
premier  membre,  on  pourra  faire  correspondre  une  va- 
leur égale  du  deuxième. 

61.  On  peut  eyfîn  appliquer  les  principes  établis  ci- 
dessus  à la  résolution  des  deux  problèmes  suivants  : 

Problème  i*'.  Transformer  sinmx  et  co&mx  en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
sin  X et  cos  a:. 

Solution.  Les  deux  équations 

( cosx  -f-  I sinx)"=  cos/nx  + V/  — I sin  ma.*, 

, (cosx — \/ — I sinx)"z=  cosmx — — i sinmx, 


donnent 


(cosx-l-\/ — I sin  x)"  -f- (cosx — 


(cosx  -I-  — I sin  xV — (cosx — 

sin  mx  = - — 


iV/— r 


Si  après  avoir  effectué  les  développements,  on  égale  de 
part  et  d’autre  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de 
on  trouve 


mim  — i) 

COSOTX=  cos"x  — — ^ iC08*~*XSm’X 


I .2 


, w(m  — •)  (™  — ’)  ("*  — 3) 

I .1.3.4 

m . m (/n  - 1 )(/n  - ?,) 

— — cos"~‘xsinx i cos"~ 


1.2.3 


cos  "“<x  sin<x-f-,.  .etc. , 
cos"~*x  sin^x4-...etc. 


» 
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Exemples  : 

cosax  ~ cos'x  — sin *x,  sin  ax  = 2 sin x cosx , 
cos3:r  = cos^j — 3 cosx  sin ’j:,  sin  3x  = 3 cos’x  sinx — sin  ^x. 

Si  dans  le  développement  de  cos  mx , ou  de  sin  mx,  on 
met  à la  place  de  cos’x  sa  valeur  1 — sin’x,  on  trouvera, 
en  développant,  i°  si  m est  pair, 

m f m — I I \ . 

cos  mx  = I f-  - sin  ’x 

' V 2 2/ 

+ ^ ^ r l ] sin^x-  ■ . 

I 3 L ï 4 a a a 4J 

im  . w(m— Q)r(fn — i)  3“J  . , . 

, m(m- 2)  (m  — 4)r(m-i)(m-3)  , tm-i)5  . 5 3"1  . . 4’ 

TX5 L^T~  ’ 

a“.  Si  m est  impair. 


eosmx^cosx  < 


1.3 


(bi — il  (m — 31  r m (m — 2)  m 3 3 I~I  I ’ 

; 1 . --t--  . 7 5in*x...  l 

L 2.^  2 2 2 4j  ; 


SID  mx  ==  — sin  X 


m [m — i)  f m — 2 3' 


2/ 


m{m — i)(m— 3)r(m  — ■}).{m  —4)  (m  — 2)  5 5 3l  . . 

H -f 1 • — I — .7  sin^x... 

1.3.5  L a a 2 4J 

Si  dans  ces  ^équations  on  change  x en  ^ — x,  et  si  l’on 
observe  que  l’on  a , pour  des  valeurs  paires  de  m. 


cos  ( ] — { — I )’  eos  mx , 


» 


Sin  mx , 
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et  pour  des  valeurs  impaires  de  « 

m — I • 

COS  mx^  = ( — I ) ^ sin  > 

m — I . 

sin  mx^  =(— i)  “ cosmx; 

on  trouvera  les  dévelo'ppemeiits  de  sin  mx  et  cos/wx, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cosx. 

a”'  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières  de 
sinx  et  de  cosx  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des 
cosinus  des  arcs  multiples  ax,  3x,  etc. 

Posons 

cos  x+V/" — ' sinx=:B,  cos  X — \/ — I sinx  = v , 


d'où 


ix  = «+v,  2 \/ — isinx=u  — 1. , «1^  _ 1 ; 

: = sin  nx. 


= cos  nx. , 7= 

2 a V/—  I 

Cela  posé,  on  aura 

m(m-  n . , 

a"cos"x  = (u+v)"  = it*  + mu*'  'cH p-  - “ " +■••• 

-f-  muv’'~^  -t-  v", 

2-sin-x(\/^)"  = (u — 


+ 


' im  — i)  . I - 

i a"->  i>>  — . . .±  p". 


et  si  m.  est  pair, 

m ni  (ni  — i } , . . . 

a"“'co8"x=çosmx+  -cos(ot-2>xH — — cos{m-4Jx-H.. 

I 1.2 


i m \ 

i(m  — l)  ...  ( - 4-  I ! 

m 

1.2.3  . . 
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(-0^2-  'sin-x  = COSOTX -J COS (m-2)x+  cos (m-ilo:. . . 

• , ^ ■ 1.2'  ^ 

^ /n(m  — i) 


m 

I .2.3. — 


si  au  contraire  m est  impair,  on  aura 

2--'cos”x= cosmx+^cos(/;j  _ 2>r + ^~*^cos(w  — 4)x. . 


<w—  l).  .. 


OT+  I 


I a 3.  .• 


/W— • I ^ 


(-i)  ’ 2*~'sin"x = sinwx- y sin(m-2)x+'” ~ ^ sin (/w~4)x. . 


sm  X. 


I -a.S. . . 
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DifTcr^ntielIes  des  fonctions  explicites  ou  iniplicilcs  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 


62.  Soit  U = F(  x,y)  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x,  y,  donnons  à ces  deux  variables  des 
accroissements  simultanés  Ax,  Aj,  l'accroissement  Au 
de  la  fonction  sera  donné  par  l’équation  - 

Au = F(x  + Ax,  ir) — r)=  r) — r(-^>  j") 

+ F(x  + âx,  /-4- v)— r); 

mais  d’après  un  théorème  souvent  rappelé,  nous  aurons,  en 
désignant  par  ¥l,(x,y),  ¥j{x  ,jr),  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  F(x,  y),  prises  par  rapport  à x ou  par 
rapport  à y,  par  F]^(x,  y~),  la  dérivée  par  rapport  à x 
de  la  dérivée  prise  d’abord  par  rapport  à y,  et  par  e, , e,, 
Es,  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  Ax,  Ay, 

F{x-f-ax, /)  — F(x, /)  =F^(x,  j^)Axri-i,4x, 

F [x-\-Ax,  Ay)  — F (x+  AX,  y)  = F^  (x+  Ax,  y)  Ay+t,Ay, 

F^'(x  + âx,  /)z=F^(x,  r)+  F^(x,  7-)  ax-|-i3Ax; 
on  a donc,  en  remarquant  que 


du  _ du  . . . d}u 


AU  = ~Ax+-Ay  + y,Ax  + .^CAy  + d^dy 


AxAy-\-\%AxAy. 


L’accroissement  Au  se  compose  donc  encore  ici  de  deux 
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parties;  l’une  proporlioniielle  aux  premières  puissances 
de  Ax,  Ay,  ou  dans  laquelle  les  coeflieients  de  Ar,  A^ 
ne  s’évanouissent  pas  avec  ees  aeerois.semenls;  l’autre  né- 
cessairement proportionnelle  à des  puissances  supérieures, 
et  à des  produitsde  ces  accroissements,  ou  dans  laquelle  les 
eoiîiricients  £,  , £,,  e,  des  accroissements,  s’évanouissent 
avec  eux.  Dès  loi-s  il  parait  tout-à-fail  naturel,  par  ana- 
logie, d’appeler  dillerentielle  de  u,  et  de  repré.senler  par 
du,  lorsque  u est  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes x,y,  la  partie  de  l’aceroisscment  Au  qui  est  pro- 
portionnelle aux  premières  pui.ssanees  des  aecroissements 
Ax  = dx,  Ay  = dj',  on  obtient  ainsi 


f/u  du 

du  — — - «X  -) — --  d V : 
o.c  (/)•  ' 


la  différentielle  d’une  semblable  fonction  est  donc  égale  à 
la  somme  de  ses  dilférentielles  partielles  prises  tour  à tour 
par  rapport  à chacune  des  variables  indépendantes. 

Si  nous  avions  eu  u=F  (x,j,  z')  , nous  aurions  trouvé 
de  la  même  manière,  en  désignant  encore  par  £, , £„etc., 
e',  e",  etc.,  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  Ax, 
Ay,  Az , par  A’,  A',  A",  des  coelhcients  déterminés, 

AU  = F (x-Fax,  .r+-'r.  z-l-Az) — F (x,  J,  s)  = F (x-t-ax,  y,  z) 
— F(x,  y,  z)-f  F (x  -1- Ax,  y -j-  Av,  z)  — F(x  -f-  ax,  y,  z) 
-f-F(x-f-Ax,  J 4- AJ',  r+Ar)  — F(x-f-/ix,  j--|-A.v,  z)  ; 
F(x  4-  Ax,  y,  z)  — F (x,  y,  z)  = F^(x,  y,  z)  Ax  -|-  (. Ax , 


F(x4-Ax,  r-l-<lj',z) — F(x-1-Ax,  V,  z) 

= (■*  + ‘i'* . y,  *)  i.r  + i.A.r  , 

F^'  {•'-l-Ax,  y,  z)  = F^'  (x,  J-,  zj  4-  F"^  (x,  y,  z)  ax  4-  ivAx  , 

F (x  -f-  Ax , J'  -f-  A.r,  z -f.  Az)  — F (x  4-  AX , y üy,  z) 

» = F|  (x  4-  Ax , J'  A_r,  z)  Az  -f-  £4  Az  ^ 

F.'  (•>■  H-  y +Ar,  z)  = F^  (x  -4-  AX,  y,'z) 

'•  -1-  F»  (x  4-  AX,  y,  z)  Ar  4-  ifAr , 
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Fi(x+ A4T,  z)  = f;(x,  Xf  *)  + ri  »)  ^ + 

du  ,,  du  ,,  du  ,,  , . „ . . » 

ùu  = — dx  -| — — dy  -J — T-  rfz  + I Ax  + I “I”  ‘ 

ax  O)^  dz. 

4-  küy^x  4-  /■  'izix  + k "ür^  > 

. du  , du  , du  , 

équation  que  l’on  écrirait  plus  correctement  de  la  ma- 
nière suivante 

du  = d^u  -f-  -4-  d,u. 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  est  indépendante, 
on  le  voit,  du  nombre  des  variables,  et  dès  lors  nous 
pouvons  énoncer  le  théorèmé suivant;  en  appelant  diffé- 
rentielle d'une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes , la  paftie  de  l’accroissement  Au 
qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  ac- 
croissements Ax,  Aj,  Az;  cette  différentielle  du  sera 
toujours  égale  à la  somme  des  différcutielles  partielles  de 
la  fonction  u,  prises  tour  à tour  par  rapport  à chacune  , 
des  variables  indépendautes  comme  si  les  autres  étaient 
constantes. 

Remarque.  Dans  le  cas  où  x,  étant  seule  variable  indé- 
pendante , U se  trouvait  déterminé  par  les  équations 

« = F(x,  jr,  î),  y = (p{x),  z = x(j!)i 

nous  avons  trouvé  aussi 


, du  , _ du  , du  , 

du  = -dx  + -dy  + -dz. 


Cette  dernière  équation  a donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule  des  trois  variables  est  indépendante,  et  dans  le  cas 
où  elles  le  sont  toutes  trois.  Mais  dans  ce  dernier  cas , 
dx,  dy,  dz  désignent  les  accroissements  arbitraires  attri- 
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bues  aux  variables  indépendantes,  taudis  tpie  dans  le  pre- 
mier cas  dx  seul  exprime  l’accroissement  de  la  Variable 
indépendante  x \ dy,  dz  désignent  les  différentielles  de  y 
et  de  Z,  considérées  comme  fonctions  de  a:,  et  déduites 
des  équations  J'  = ~ = xW*  Une  autre  différence, 

encore  plus  digne  d’attention,  consiste  en  ce  que,  dans  le 
dernier  cas,  l’équation 


du  ; 


du 

dx 


dx  - 


du  , du  . 

+ s 


ne  doit  être  considérée  (jue  comme  exprimant  la  défini- 
tion de  la  différentielle  d’une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes;  tandisque  dans  le  premier,  la  même 
équation  est  le  résultat  d’un  théorème  qu’il  est  nécessaire 
de  démontrer;  car  la  diffénentielle  du  se  trouve  alors  dé- 
finie à priori,  comme  la  limite  du  produit  r/a:.lim.^,ou 

comme  la  différentielle  de  la  fonction  F [a:,  ?(a;)5X(-^)]’ 
l’on  obtiendrait  en  substituantà^x  et  z dansn  = F(ar,  j',  z~), 
leurs  valeurs  J'  = ^ (a;),  z = xW' 

Si  les  trois  variables  x,y,  z étajent  liées  entre  elles  par 
une  équation 


y,  2»)  = O,  ou  z = ■4/(x,  y), 

deux  seulement  seraient  variables  indépendantes,  et  eu 
éliminant  z , on  aurait 


a = F[a:,jr,  ^.(x,  j)]  = F.  (x^j-), 

la  différentielle  du  se  composerait  de  deux  parties  : l’une 
prise  par  rapport  à x en  regardant  j)'  comme  constant, 
l’autre  prise  par  rapport  à y,  en  considérant  x comme 
constant.  Dans  le  premier  cas,  l’étpiation  • 

" = F(x,  y,  z) 
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peut  SC  mettre  sous  la  foi-me  u = f{x^  s),  z étant  une 
fonction  de  x ; dans  le  s«;cond , sous  la  forme  m = f(  z), 
Z étant  une  fonction  de  y,  et  l’on  a 


^^u=^djr+--dr. 


d,tt 

d^u=-^dx 

dx 


dtU  dz 
dz  dx 


dx. 


du  = dgU  dyU  •=. 


d^u 

dx 


d^u 

dx-\--^dy  y- 
dy 


d.ajdz 
dz  \dx 


dx  + 


mais  Z est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
JC,  y,  et  par  conséquent 


donc  enfin 


ou 


d^u  du  d,u 


du  . fit  , 

du  = -dx+-dy+-dz, 

du  = d^u  d^u-\-  d,  U. 


Telle  est  donc,  dans  tous  les  cas,  la  forme  que  prend  la 
dÜTérentiellc  d'une  fonction  explicite  de  plusieurs  varia- 
bles dépendantes  ou  indépendantes. 

-63.  Pour  obtenir  avec  facilité  la  différentielle  d’une 
fonction  implicite  de  plusieui's  variables  indépendantes, 
il  suffit  d’observer,  i°  que  si  deux  fonctions  d’un  nom- 
bre quelconque  de  variables  sont  égales  identiquement, 
c’est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
variables,  leurs  différentielles  partielles,  et  par  suite 
leurs  différentielles  totales  seront  aussi  identiquement 
égales  ; que  si  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
nulle  identiquement,  sa  différentielle  totale  sera  nulle  aussi . 
li'éqnation  M = F(.r,  z.’..  etc.)  = o,  entraîne  donc  les 

T.  I.  8 
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iVtt  = O,  du  ■=.  — dx ~dr  + dz  , etc.  = o. 
dx  dy  dz 

\ ' • 

A l’aide  de  cette  dernière  équation  on  pourra  détermi- 
ner la  diH’érentielle  de  l’une  des  variables  considérée 
«;amme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres.  Si,  par 
exemple,  il  n’y  a que  trois  variables,  on  trouvera 

dz 

Exemple  : 

+ — a*=o,  xdx-\-ydjr  -\-zdi-=o, 

rfî  = — — rfx  — — rfr- 

Z Z • 

Si  les  variables  x,  jy,  z, . . . au  lieu  d’étre  assujéties  à une 
seule  équation  de  la  forme  ii  = o,  étaient,  liées  par  deux 
équations  de  cette  espèce  u = o,  e = o,  ou  aurait  en  même 
temps  les  deux  équations  du  = o,  = o,  à l’aide  des- 
quelles on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
des  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

En  général,  si  n variables x z. . . sont  liées  entre 
elles  par  les  m équations  « = o,  e=o,  iv=o,...  on 
aura  en  même  temps  les  m équations  différentielles 

du  — o,  dv  — o,  dw  ~ o, . . . 

à l’aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielles 
de  m variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

64.  Considérons  comme  cas  particulier  une  fonction 


fix 


(lu  , du 
dx-j-  — dj' 

du 
dz 
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homogène  de  plusieurs  variables  a:,  jr,  z...  On  dit  qu’une 
fonction  est  homogène,  lorsqu’ en  faisant  croître  ou  dé- 
croître toutes  les  variables  dans  un  rapport  donné,  on  ob- 
tient pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport;  l'exposant  de 
cette  puissance  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
En  conséquence,  F(a;,  z,..  .)  sera  une  fonction  de 

X,y,  z,.  . . homogène  et  du  degré  u , si  t désignant  une 
nouvelle  variable  , on  a 

F(fx,  lY,  tz,...)  = r*F(x,  X,  z,,..). 


Cela  posé,  différentions  par  rapport  à t les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation.  La  dérivée  du  second  mem- 
bre est  ut”  ~ 'F  z)  : cuposant 

tx  = U,  ty  =zv,  tz  — u>, . . . 

le  premier  membre  devient  F (m,  t',  . .),  sa  dérivée  est 

</F  du  d¥  dv  d¥  dw 


Nous  aurons  donc^  en  remarquant  que 


du 

dt 


dv 


dw 


d¥ 


: X 

d¥ 


-=x,  ^ = *,etc.. 

dF 


di^ 


dw 


et  en  faisant  t=  i,  ce  qui  donne«  = X,  v =j,  w = z,... 
dF  dF  dF  , 

f 

Cette  équation  renferme  un  théorème  que  l’on  peut  énon- 
cer comme  il  suit  : Si  l’on  multiplie  les  dérivées  partielles 
d’une  fonctiou  homogène  du  degré  a par  les  variables 
auxquelles  elles  se  rapportent , la  somme  des  produits  ainsi 

8.. 
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formes  sera  équivalente  au  produit  (ju’on  obtiendrait  en 
multipliant  la  fonction  elle-même  par  a.  Pour  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  nul,  on  aura  a = o, 


' (ÙC  ' 


dF  . dF 

X—  -f-  s — -h  etc.  = O. 


■ 


dz 


Exemples  : 


I “.  F (x, /,  î)  = 7 (Ax  B/' -}-Cz  * -h  aD/i  4- aEzx -J- aFx/), 

Kx+Fa+Fx,  ^ = B/-t-Di4-Fx, 

^ = C*  -I-  D/  -f-  Ex, 


a = a,  et  l’on  a bien 


( Ax-t-E*-|-  F^)x  -h  (B/  + D2-J-Fx)_jr-}-(Cï-l-  D r-J-  Ex)r 
= a X T (Ax*  -|-  Bj*  4-  Cz’  -}-  aDyz  4-  aE»r  4-  tFxx)  ; 


a”.  F(x,r)  = l(j). 

rfF 


dr  ~ x’ 
rfF  _x_ 
dx~  X 


65.  Considérons  encore  comme  cas  particulier  une  fonc- 
tion de  la  somme  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,. . . Cette 
fonction  doit  être  telle,  qu’en  posantx-f-j4-x4-etc.  = ï, 
elle  devienne  F (t)  ou  fonction  de  t seul  ; or  une  propriété 
remarquable  de  ces  fonctions,  c’est  que  leürs  dérivées  par- 
tielles sont  égales  : en  effet,  en  vertu  de  l’équation 
H = F (t),  nous  avons 


du  du  dt  du du  dt  du  du  dt 

rfx  dt  dx'  dr  dt  dx’  dx  dt  di' 


d'ailleurs  l’équation  X -i-  y 4-^4-  etc.  =/ donne 

, _ dt  dt  dt  ' 

dx  rfr  rfï  ' ’ ' ’ * ’ 


V 
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du  du  du 

dx  dy  fh 

K • ï-./  X .du  du  . 

ai  1 on  avait  i<  = 1'  (x  — j»'  ),  on  aurait  ^ i u'’’ 

dérivées  seraient  égales,  mais  do  signes  contraires. 

^ Exemple  : ' 

« = (j:  4- J")".  « = (j;  — y)". 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

DifféreDtiellcfl  successives  des  fonctions  de  plusieurs  rariables  indépen- 
dantes. >—  Différentielles  des  fonctions  de  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables. ~ Nouvelle  manière  de  définir  et  de  calculer  les  différentielle^ 
premières  ou  successives. 


’i 


6(3.  La  différentielle  d’une  fonction  « :=  F (x,j,  z,...) 
de  plusieurs  variables  indépendantes,  est,  en  général,  une 
fonction  de  ces  variables  que  l’on  pourra  différentier  plu- 
sieurs fois  encore,  soit  par  rapporta  toutes  les  variables, 
soit  par  rapport  à quelques-unes  d’elles  seulement.  Dans 
le  i'''cas,  on  obtiendra  les  différentielles  totales  succes- 
sives de  cette  fonction,  différentielles  que  nous  désigne- 
rons toujours  par  les  notations  r/’u,  rPu,  d^u,...  d"u‘,  dans 
le  second  cas,  on  obtiendra  des  dérivées  ou  des  différen- 
tielles  partielles  successives  ; ainsi , par  exemple , les  quan- 

ex})rimeront  les  dérivées  partielles 

à^,  à Z.  Si  l’on  différeutie 
n fois,  mais  par  rapport  à plusieurs  variables,  cés  varia- 
bles mises  en  indices,  ou  leurs  différentielles  mises  aux 
diviseurs,  indiqueront  dans  quel  ordre  on  aura  effectué  les 

. fi^u 

différentiations;  ainsi  les  notations r , . — - 

' dx’  dydz 


, , ca  U.  U I* 

tilés  — , T—: 


dx"  ’ dy”'  dz" 


prises  par  rapport  à x 


indiqueront  qu’on  a différentié  ou  pris  les  dérivées  quatre 
fois  ; une  fois  par  rapport  à z , une  fois  par  rapport  à et 
deux  fois  par  rapport  à a:,  etc. 

(57.  Il  est  facile  de  prouver  que  les  différentielles  par- 
tielles successives  conservent  la  même  valeur  quand  on 
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intervertit  sedlement  l’ordre  suivant  lequel  les  différen- 
tiations relatives  aux  diverses  variables  doivent  être  effec- 
tuées. On  aura  par  exemple 


I 


du 


. du 


d,dyU~dyd,u,  on 


d'u  ^dy d'u  ^dx 

dxdy  dx  dydx  dy  ’ 


i"  Démonstration.  Eu  désignant  par  la  notation 
l’accroissement  d’une  fonction  de  x,  jr,  z,.  . . lorsqu’on 
fait  croître  x seul  de  la  quantité  Ax,  on  trouve 

à,dyU  = dy  (U  dyU  = dyà,U, 


et  par  suite,  en  divisant  par  Ax,  et  remarquant  que  A.r 
est  constant  quand  on  différentie  par  rapport  ky  , 


hjdyU  dy\,,u  J U 


et  en  passant  à la  limite, 


d.dyU  d,u 


dx 


dx 


ou  enfin 


d,dyU  — dyd,a. 

Démonstration.  On  a,  comme  nous  l’avons,  vu. 


F(x  -I-  ax,  /,  z)  = F (x,  y,  z)  -f-F;(x,  y,  z)  ax  -f-,,Ox, 


e,  étant  une  fonction  f(x,y,  z,  Ax)  qui  s’évanouit 
avec  Ax.  Si  dans  cette  étpiation  nous  changeons  y en 
■y  + Ay,  e,  deviendra  £i  + t^Ay,  et  comme  ou  a d’ail- 
leurs, en  indiquant  par  ¥,1(x,y,  z)  la  dérivée  seconde 
de  F (x)  prise  d’abord  par  rapport  à x , puis  par  rapport 

à y, 

F (•*,  y + Ar.  *)  = F n t.)  + F^  (x,  y,  z)  t.y  -\-n&y, 
F*(x,  y -1-  Ay,  z)  = F;  (x,y,  z)  F^(x,  y,  z)Ay  -f-  n^y. 
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on  trouvera 


F(x  + ax,  4-  a)  = F (x,  y,  z)  + F^(x,  y,  z)  &x 
+ F^'(x,^  yi  a)ar4-F^,(x,  y,  a)AxA7+»,0x-H3Ar4-i'axA/, 

£ étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou  avec  Ay. 
Si  nous  étions  partis  de  l'équation 


y + AT.  *)  = •+■  F,  r.  + «3 

Sj  étant  le  même  que  précédemment , nous  aurions  trouvé , 
en  désignant  par  la  dérivée  seconde  de  F (x,  y,  z) , 
prise  d’abord  par  rapport  à y^  puis  par  rapport  à x, 

F(x+ax,^+aj^,  z)=F{x,y,z)+F'^(x,y,  z)ùx-j-Fl{x,y,z)\y 
+ F"^(x,  z)sxüy  + Ax+  «ji/  + ."ax^- 

En  égalant  ces  deux  valeurs , supprimant  les  termes  qui 
se  détruisent,  et  divisant  par  Ax^^,  on  trouve 

Fj’,(x,  y,  z) -i- i' ■=  .F'^(x , y, 

e"  étant  encore  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax  ou 
avec  Ay\  or  cette  équation  ne  peut  subsister  qu’autant 
que  l'on  aura 


F«^(x,  .)  = ™=f;(x,  r.  = t:.  q.  f,  d. 


Ce  théorème  étant  démontré  pour  les  dérivées  du  se- 
cond ordre,  il  en  résulte  que  dans  une  expression  de  la 
forme  u,  il  est  toujours  permis  d’échanger 

entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux 
différentiations  consécutives.  Or,  il  est  clair  qu’à  l’aide 
d’un  ou  de  plusieurs  échanges  de  cette  espèce,  on  pourra 
intervertir  de  toutes  les  manières  possibles  l’ordre  des 
différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que 
djl^d^ii  = d^d,d,u,  il  suffira  d’amener  d’abord  par 
deux  échanges  consécutifs  la  lettre  x à la  place  de  z. 


i 
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puis  d’échanger  les  lettres  ^ et  2 :on  peut  donc  affirmer 
qu’iuie  différentielle  de  l’ordre  quelconque  n a une  va- 
leur indépendante  de  l’ordre  suivant  lequel  les  différen-  ' 
dations  sont  effectuées. 

68.  Comme  en  différentiant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  x,  y,  2 , par  rapport  à l’une  d’elles , on 
obtient  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  de  x,  2, 
multipliée  par  la  constante  dx  om  dy , o\}.  dz . . . , cX  que 
dans  la  différentiation  d'un  produit  les  facteurs  constants 
passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  d,  il  est 
clair  que  si  l’on  effectue  l’une  après  l’autre  sur  la  fonc- 
tion U = Y(x,y,  2),  / différentiations  relatives  k x,  m 
différentiations  relatives  ày,  n différentiations  relatives 
à 2 , la  différentielle  qui  résultera  de  ces  diverses  opéra- 
tions, savoir  d"d“  d‘^u,  sera  le  produit  d’une  nouvelle 
foncüon9>(x,  J',  2)  par  les  facteurs  dx‘,dy"',  dz",  la  nou- 
velle fonction  dont  il  s’agit  ici  est  ce  qu’on  nomme  une 
dérivée  partielle  de  u de  l’ordre  /-+-  m -J-n,  et  l’on  a 


14 

d".  d;.dlu  = ^ (x,  jr,  z)  dx'dy-dt-,  P (x,  *)  = 

Cela  posé  , en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l’équa- 
tion U = F (x,^,  2),  nous  aurons 


, du  du  ^ du 

du  = —dx-^—dY-{—r-dz  d,u  -f-ct  n-4-  d,u, 
dx  dy  dz  ^ 

d'u^dlu  -f  d^u-\-dlu+  %dlyU  -|-  idl,u  4-  , 


ou 


d^u  d’u  , d'u  , d‘u 

d‘u=z——dx'  + — — dr^-\-— — di'+2  -r—j-dxdr 
dx'  dy*  ^ dt'  dxdy  •' 


4-  a 


dt‘ 

d'u 

dxdz 


d*u 

dxdz  -|-  a -T — ~ drdz. 
dydz  " 


Exemples  : 

u~xyz,  d}u=z7.{xdydz-\- ydzdx-\- zdxdy),  d'u  =z6dxdydz , 


V 
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d'{x^ -\-y'-{-z^)z=i{da:^  + dy^-{.dz^), 
d\j:^  +r’  + z’)  =6  {dx^+  dy^  + dz^). 

69.  Si  au  lieu  de  lequation  « = F(x,  j,  z),  on  con- 
sidérait la  suivante  j = F(u,  v,  u/^,  les  quantités  i/,  u,  w», 
étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques  des  variables 
comme  en  résumé  s serait  encore  fonction  de 
J»  on  aurait  toujours 


J “A  , ds 


dz 


Majs^ comme  w,  iv  seraient  des  fondions  de  x,  on  aurait 

^ J ds  du  ds  dp  ds  dw 

rfx 

ds  , ds 

^djr  -dz=..., 

et  par  suite,  en  remarquant  que 
J du  du  du  , 

du--dx-^-dy-^--dz,  d.=...,du>=..., 
on  trouverait 

■ ds,,ds  ds  , 

ds  — •—  du  -| — — dv  -| — — dw  : 

• du  dp  dw  • 

une  seconde  difle<ï*enlialion  donnerait 


d^s 


d‘s 
du 

1 


d^s 


«»  . a "5 


d's 

dw^ 


dw' 


2d's 

dudv 


dudv 


dudw 
d^S  ■=.... 


J J , "i-d's  ds  , ds  ds 

dudw  -|-  - - dodw  -f-  — d'u  -f-  ~ d'v  -| d'w, 

dvdw  du  dv  ^ dw  • 


La  règle  générale  est  donc  encore  de  dilférentier  comme 
si  M,  w étaient  des  variables  indépendantes,  puis  de 
tirer  la  valeur  de  du,  du,  dw,  etc. , des  équations  qui  lient 
les  quantités  u,  u,  ivaux  variables  indépendantes  x,y,z. 

Exemples  : 

d"  {u  + v)=z  d'u  -P  d"v , d''(u  — ■ v)  = d'u  — d"v, 
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rf"(a  \/ — 1 ) z=  rf"u  — \ d'v, 

d’  («tt  + bv-\-ctv)  — ad^u  + érfV  + 

Si  les  quantités  «,  f,  iv  étaient  des  fonctions  linéaires 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  c’est-à-dire  si  l'on 
avait 

U = ax  -f-  bjr  + cz  -f-  rf,  i>  =:  a'x  -|-  b' y c'z-\-d' , 

wT=a''x~\- b"y-{-c"z+d'\ 

on  aurait 

rf’u  = O,  d’v  — o,  d^tv  — o, 

et  lesdifférentiellcs  successives  de  la  fonction  s = F(«,  tv) 
conserveraient  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  u,  e,  w 
seraient  variables  indépendantes;  on  aurait  ainsi 


d's 

d’s—  ~ — du' 
du' 


d's 

dv' 


dv' 


d's 


Exemples  : 

Si  i = F (m,  on  aui  a 


dtv 
7.  d's 
dudiv 


div' 


7d's 


dudw  + 


dudv 
7 d's 


dudv 
dvdw. 


dvdtv 


■ , d's  n . d's 

d'S  = - 1 ; 

du"  1 du^~'dv 


du'~'dv 


n n — I d's 
I ' 


a du'~  'dv' 
si  i = F (u)  F (f) , 


dU'~'dv'  • 


d's 

dv' 


dv'j 


d's  = F'  (a)  F ((>)rfu''-f-YF"“*itF'  {y)dW'~'dv. 


-j--  Y'  {u)Y"~‘{y)dudv'  ' -t-F  («)  F"(«>)rft>". 

70.  M.  Caueby  a donné  des  driTérentiellcs  des  fonc- 
tions une  définition  immédiate,  indépendante  de  la  con- 
sidération des  dérivées,  qui  semble  plus  rationnelle  et 
présente  de  grands  avantages,  surtout  lorsqu’il  s’agit  d’uqe 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Il  appelle 
dill'érjRntirlles  et  il  désigne  par  les  notations  dx,  tly, 
dz  du,  des  quantités  dont  les  rapports  sont  équiva- 
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lents  aux  dernières  raisons  des  accroissements  que  peu- 
vent prendre  simultanément  ces  variables.  Cette  définition 
conduit  immédiatement  à' celle  que  nous  prenions  pour 
point  de  départ,  quand,  dans  le  cas  où  il  s’agissait  d’une  - 
fonction  d’une  seule  variable  indépendante,  nous  appe- 
lions différentielle  le  produit  de  la  dérivée  par  l’accroisse- 
ment  arbitraire  attribué  à la  variable  indépendante.  En 
effet,  dÿrès  la  nouvelle  définition,  le  rapport  desdifféren- 
tieUes  ^ coïncide  avec  la  dernière  raison  des  accroisse- 
ments Ay,  Ax  ; on  a donc 

.•  AT 

^ = hm.  dy=yd^. 

De  plus,  en  parUnt  de  cette  même  définition,  les  accrois- 
sements simultanés  infiniment  petits 

Ax,  &jr,  as,  ...  Alt, 

d’un  nombre  quelconque  de  variables  dépendantes  on 
indépendantes,  deviendront  sensiblement  proportionnels 
aux  différentielles 

I 

' djr,  dz,. ..  du-, 

dès  lors,  si  1 on  désigne  parala  valeur  infiniment  petite  de 
l’un  des  rapports 

âx  àj  &Z  . iu 
dx'  dy'  dz'  ’ ' ’ ' du' 

SI  l’on  pose,  par  exemple,  ^=«,  chaciui  des  autie.s 

rapports  diflerera  très  peu  de  a,  on  aura,  par  exemple, 
sh  * 

— g devenant  s’évanouir  avec  «,  et  l’on  trou- 

• 

vera,  en  passant  à la  limite,  ^ii  = lim.  — . On  pourra 

de  celte  manière  calculer  immédiatement  la  différentielle. 
Appliquons  ces  principes  à la  détermination  de  la  ditfé- 
rcnliellc  d’une  fonction,  « = F(x,  z),  de  plusieurs  va-  . 
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1-iable.s  indépendantes.  Pour  cela,  posons. 

lix  — mdxy  b.y—’tdy,  t^z=.a.dz, 
dx,  dj,  dz,  étant  des  quantités  arbitraires,  de  telle  sorte 
que  ces  équations  n’établissent  aucune  liaison  entre  les  ac- 
croissements des  variables , et  les  laissent  tout-à-fait  indé- 
pendantes ; en  vertu  de  la  définition  même  de  la  diflé- 
rentielle , on  aura 

= lim.  — = lim.  F Z + /Ss)  — F {x,  x,  z) 


j^F [x-\-*dx,  y adjr,  z *dz)  — F (x,  /,  z) 

En  posant 

F(x-f-«dr,  y-\-ady,  *-<-<**)=/(«), 


]• 


d’où 
on  trouvera 


FCx.j',  ï)  =/(o). 


on  a d’ailleurs 

/'(-)= 


d’où 


d(x-\-md3c) 


dx  -f- 


rfF 


d{y+»dy) 


dy-\- 


dY 


d{z  ’-^-ndz) 


dz. 


Or,  si  dans  l’équation 

f{x-\-h)  —/(x)  = hfx  -+-  R, A, 
on  fait  jr  = o , h=  a,  on  trouve 
’ /(-)-/(o)=-/'{o)-f-R.«, 

R,  s’évanouissant  avec. a,  et  par  suite 

J 1-  r,i  \ J . . dd 

[ . J =-'»=S'^+5:«'+5*- 

Nota.  On  attrait  pu  écrire  immédiatement 
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La  détiiiitioii  de  VI.  Cauchy  conduit  donc  aussi  à cp 
théorème,  que  Ja  dillérentielle  totale  d’une  fonction  de 
plusieurs  variables  est  la  somme  de  ses  diirérenliclles 
partielles. 

On  aurait  pu  calculer  directement  la  limite  du  rap- 
port  — , en  rcmari^ant  que 

K , 

Y [x  •*-  *dx , X tLdr,  r -4-  — F (or  -t-  ydx , X -h  n4r,  s) 

et  " 

F^(x,  X,  «)  etdx  -I-  H,  «<ir  4-  F' (x  4-  ttdXyX,  ei4r  4-  x4x 

m. 

F'  (x  ■+■  j:dx,x  -h  •dx,  x)  udt  4-  R 1 mdt  - 

ec 

d’où 

du  = lira.  ^ = Fx(x,  J',  z)  dx  + ¥^{x,  /,s)rfr4- 

rfu  , . du 

71.  Les  dérivées  successives /'(»),  f“(a),  f"  (ot),  etc., 
de  la  fonction 

/(«)  = F(x -t- tfrfx,  y+udy,  z + «rfs), 

seront  toutes  des  fonctions  des  seules  quantités  variables 
X (xdx , y a.<iy , z-\-adz,  et  par  suite  les  difl’é- 
rences  /(«)  — /(o),  /'(«)  — /'(o),  /"(«)— /"(o), 
seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoi- 
vent les  fonctions  de  x,y,  z,  représentées  par  y (o)^ 
y'(o),  y"(o),. . . lorsqu’on  attribue  aux  variables  indé- 
pendantes les  accroissements  Ax  — adx,  Ay  = ady  ^ 
Az  = txdz  ; On  aura  donc  successivement 


du  — Hm.  ^ = lim.  = /'  (o) , 

= =r(n). 
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d^u  — lim. = lim.  — — (o), 


/"  ■(«) — /"  ’(o)  . 

/"»=  hm. = liin.  =/‘'(o), 


et  nous  en  conclurons  que  pour  former  les  diflerentielles 
totales  du,  d^u.  . d‘'u,  il  suffit  de  calculer  les  valeurs 

particulières  que  reçoivent  les  dérivées  f'(oL), 

/"(a),  dans  le  cas  où  la  variable  ce  s’évanouit. 

72.  Parmi  les  méthodes  propres  à simplifîcr  la  recherche 
des  diflerentielles  totales,  on  doit  distijiguer  surtout  celles 
qui  s’appuient  sur  la  considération  des  valeurs  symboli- 
ques de  ces  diflerentielles. 

Si  l’on  désigne  par  a,  b,  c.  . . , des  quantités  cons- 
■ tantes,  la  difTérentielle  totale  de  l’expression 


ad‘d'"d"  . U + bd’’d^  d' . u etc.  . . 

sera 


C’est-à-dire  qu’elle  sera  précisément  ce  qu’on  aurait  ob- 
tenu si  l’on  avait  multiplié  le  produit  des  deUx  facteurs, 
U et  “h  bd*d’’^d\  . . par  rf,  -t-  d^-\-d, , en  opé- 

rant comme  si  les  notations  d^,  d^,  d,  représentaient 
de  véritables  quantités  diflerentes  les  unes  des  autres. 

Lorsqu’on  ne  fait  qu’indiquer  la  multiplication,  on 
trouve  l’écpiation  symbolique 
d ^ad‘^d'"  rf"  . a -f-  hdP^dyl''^.u  etc.  • • . ) 

— [ad\  rf/rf"  -h  d'^+  ..  .){d.  + d,  + d,)u. 

Comme  eu  réalité,  d^,  d^,  d,,  ne  sont  pas  des  quanti- 
tés , mais  des  symboles  qui  indiquent  une  opération  à 
faire,  la  formule  qui  précède, prise  à la  lettre,  n’a  aucun 
sens,  mais  elle  redevient  exacte  dès  qu’on  a développé 
son  second  membre  à l'aide  des  règles  ordinaires  de  la 
multiplication  algébrique. 
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Si  l’on  pose 

ad‘jcd"d"u-}-  bd, d^d',u  = -f-rf.i/  = [d,+dj-\-d,)  u , 

et  si  l’on  différentie  plusieurs  fois  de  suite,  on  arrivera 
à l’équation  symbolique 

d*u  = {d,-\-dj  + d,)”u, 

qui  prouve  que  dans  l’expression  de  la  différentielle  n''”' 
les  coefficients  sont  les  coefficients  du  bjnome. 

Si  s=F(m,  on  aura  encore  d''s={d^-+-d,-^d^''s, 
et  il  sera  très  facile  de  développer  le  second  membre  de 
celte  dernière  équation  dans  le  cas  particulier  où  l’on 
suppose  U fonction  de  x seul , e fonction  de  y seul , iv 
fonction  de  z seul.  D’ailleurs  pour  passer  de  ce  cas  par- 
ticulier au  cas  général,  il  suffira  évidemment  de  rempla- 
cer d,u,  dlu,  dlu  par  du,  d*u,  (Pu,...  d,v,  (P,v...  par 
dv,  (Pv,  etc.. .,  c’est-à-dire  d’effacer  les  lettres  x,j,  z, 
placées  en  bas  de  la  caractéristique  d. 

Exemple  : s = uv,  en  opérant  comme  on  vient  de  le 
dire,  on  trouvera 

d*{m’)—vd“u  -{-IdfPd'^'u  -f-  d^vd"^~'u  . . 

I i.a- 

■4- nd,ud''~U'-i- ud"v , 
n . . n(n  — i ) . 

d'* . uv  zn  vd'*u  -f-  — dvd^  ‘i*  . . . 

t I .2 

. ndud^^  V ud^ 

Celle  dernière  formule  subsistera , quelles  qxie  soient  les 
valeurs  de  u,  v> , et  de  x,  jy,  et  dans  le  cas  même  où  ii, 
V , se  réduisent  à deux  fonctions  de  x.  ‘ 


Exemple  : 
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QVIIVZIÈME  LEÇON. 

Application  à des  questions  d^analyse  qui  dëpcndont  de  plusieurs 
variables  indépendantes. 


Première  application.  — Maxima  et  mininia  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  j liées  par  une  seule  équa- 
tion . 

73.  Lorsqu’une  fonction  de  ^usieiu’s  variables  indé- 
pendantes ar,  J',  2 , . . . etc.  ^tteint  une  valeur  particu- 
lière, mais  réelle,  qui  surpa^ toutes  les  valeurs  voisines, 
c’est-à-dire  toutes  celles  que  l’on  obtiendrait  en  faisant 
varier  x.,y,  z en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très 
petites,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
(pi’on  appelle  un  maximum.  Lorsqu’une  valeur  particu- 
lière d’une  fonction  de  x,jr,  z est  réelle  et  inférieure  h 
toutes  les  valeurs  réeUes  voisines , elle  prend  le  nom  de 
minimum. 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  se  ramène  facilemc-nt  à la  recher- 
che des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d’une  seule 
variable.  En  clfet,  pour  que  la  valeur  F(x,,j-,  z)  soit  un 
maximum  ou  un  minimimi,  il  faut  que  là  dilférence 

F(x  -b  Ax,  7 -H  ^ + A*)  — T{x,r,z) 

= z-(-arfs)  — F (x, 7,  z)  =/(.)_/(o) 

soit  toujours  négative  ou  toujours  positive  : négative 
pour  un  maximum,  positive  pour  un  minimum;  ce  qui 
exige, 

i”.  Que  f (oj  soil  une  valeur  maximum  ou  minimum 
de  /(a); 

T.  I.  U 
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2°.  Que/'(o)  = O,  OU  /'(o)  =±oo; 

3”.  En  supposant  la  fonction  f (a)  continue  ainsi  que 
scs  dérivées , que  lapremière  de  ces  dérivées  qui  ne  s’éva- 
nouisse pas  pour  a — O soit  une  dérivée  d’ordre  pair, 
et  qu’elle  soit  négative  s'il  s’agit  d’un  maximum,  posi- 
tive s’il  s’agit  d’un  minimum,  et  par  conséquent,  eu  ob- 
servant, 

I®.  Que  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  ¥(x,y,  z) 
discontinue  peuvent  lui  donner  une  valeur  minimum  ou 
maximum; 

2®.  Que  /'(o)  = r/«,  f"{o)  = d'u...,  P"\o):=d"u,  ou  • 
arrivera  à la  règle  suiv<lte. 

Pour  trouver  les  maximal  les  minima  d’une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes, 

1®.  On  choisira  les  valeurs  de  x,  y,  z qui  rendent  la 
fonction  discontinue  ; 

2®.  On  fera 

du  du  du  , 

dY{x,r,z)^du  = -dx+~dy+—dz  = ±<x>-, 


3®.  On  fera  du  = o,  équation  qui  entraîne  les  trois  sui- 
vantes, 


du 


du 


,-=o,  -y-  = o, 

dx  dy 


du 

dz 


— O, 


puisque  dx,  dy,  dz  sont  des  accroissements  entièrement 
arbitraires  et  indépendants; 

4".  De  ces  dernières  équations  on  tirera  les  valeurs  de 

x,y,^\ 

5®.  Pour  décider  si  le  système  de  ces  valeurs  produit 
un  maximum  ou  minimmn,  on  calculera  les  valeurs  des 
différentielles  successives  d'u,  d^u,  dht...  qui  corres- 
pondent à ce  système.  Soit 

d'u 

dy”  ■ ' ' ' I dx”~  'dy 


Digitized  by  Google 


Ql'IN/.IÈME  I.EÇON.  l3l 

la  première  de  cesdifTérenliellescpii  ne  s’évanouit  pas.  Si 
pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  fia:,  tly,  dz,  n 
est  un  nombre  pair,  et  une  quantité  négative,  la  valeur 
proposée  de  u sera  un  maximum;  elle  sera  un  minimum 
si  n étant  toujours  pair,  d"u  reste  toujours  positif.  En- 
6n  si  n est  quelquefois  impair,  ou  si  la  différentielle 
d’u  est  tantôt  positive  et  tantôt  négative,  la  valeur  de  u 
ne  sera  ni  maxfmum,  ni  minimum. 

74.  Concevons  que  pour  appliquer  le  théorème  on 
forme  d’abord  la  valeur  de 


rfxrfr  +etc., 

^ur  y substituer  à X,  7,  Z leurs  v4eurs  tirées  des  éqtiations 


du 

— —O,  etc. 

dy 


Alors  , 1°  si  les  dérivées  partielles 


rf’K  d'u 

(hy  ' dy*'"'  cbcdy''" 

s’évanouissent,  il  faudra  recourir  aux  différentielles  sui- 
vantes rf’n,  d}u,. . . etc.;  si  ces  différentielles  partiel- 
les ne  s’évanouissent  pas , et  que  l’on  fasse  varier  les 
quantités  arbitraires  dx,  dy,  dz,  il  arrivera  de  trois  cho- 
ses l’une  : ou  la  différentielle  d'u  conservera  constainmeut 
le  même  signe,  sans  jamais  s’évanouir,  ou  elle  s’évanouira 
pour  certaines  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  mais  en  reprenant 
le  même  signe  toutes  les  fois  qu’elle  cessera  d’ètre  nulle  ; 
ou  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative  ; la  valeur 
proposée  de  n sera  toujours  un  maximum  ou  un  mini- 
mum dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le  second 
jamais  dans  le  troisième.  On  obtiendra  dans  le  second  cas 
un  maximum  ou  un  minimum,  si  pourebarun  dessvslènies 

9- ■ 
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de  f!x,  dy,  dz...  propres  à vérifier  l’équation  <y’«  = o,  la 
première  des  différentielles  d^u,  d'-'u^i..  etc.,  qui  ne  s’é- 
vanouit pas,  est  toujours  d’ordre  pair  et  affectée  du  même 
signe  que  celles  des  valeurs  de  rf’i/  qui  diffèrent  de  o. 

En  général,  si  la  i'''  des  différentielles  d'ordre  pair  qui 
ne  s’évanouit  pas  est 


(/•"a  , 


dx 


ày' 

^ 2/n 


dx- 


d'-u 

— dx'’'~'dr-\--.‘  etc., 

~'dy 


il  pourra  arriver  trois  choses  : ou  la  différentielle  dont  il 
s’agit  cortserve  toujours  le  même  signe,  quand  on  fait  va- 
i-ier dx,  dj,  dz...  ; ou  bftn  elle  s’évanouit  pour  certain^ 
valeursde //x,  dy,  dz,...  mais  reprend  toujours  le  même 
signe  dès  qu’elle  cesse  de  s’évanouir  ; ou  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  correspondante  de 
U sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  cas,  jamais  dans  le  troisième,  quelquefois  dans  le 
second  ; c’est-à-dire  si,  parmi  les  différentielles  d’un  ordre 
supérieur  à im,  celle  qui  la  première  cesse  de  s’évanouir 
est  d’ordre  pair,  et  si  elle  est  toujours  affectée  du  même 
signe  que  les  valeurs  do  //’”*//  qui  dillerentde  o.  Il  est  es- 
sentiel d'observer  que  //”"«  étant  une,  fonction  entière  et 
continue  de  dx,  dy,  dz,...  ne  saurait  passer  du  •positif 
au  négatif,  tandis  que  ces  quantités  varient,  sans  devenir 
nul  dans  l’intervalle,  c’est-à-dire  sans  que  l’équation 
//”“«  = o admette  une  ou  plusieurs  racines  réelles.  De 
sorte  que  pour  que  ne  change  pas  de  signe  il  faut 
et  il  .suffit  que  l’équation  rf’*"//  = o n’admette  que  des 
racines  imaginaires.  Dans  ce  cas  il  y aura  toujours  maxi- 
mum on  minimum;  maximum  si  //”"//  est  une  quantité 
toujours  négative,  minimum  si  d'^u  est  une  quantité 
toujours  positive. 
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76.  Exemple  : Supposons 

“ = Ax*  + + C)'*  + Dx  + + F, 

du  r=  (aAx  + 4-  D)  rfx  -4-  (Bx  + aCj  + E) 

rf*«  = 2 (Arfx’  + '^dxdy  + C<^“) , d'^u  , d^u  ~ o,  etc. 

tes  valeurs  de  x,  y,  propres  à produire  un  maximum  ou 
un  minimum,  seront  déterminées  par  les  équations  ' 

2Ax  -J-  Br  D = o , Bx  + ^Cjr  + E = O , 

d’où 

2AE  — BD 2CD  — BE 

* ~ B>  — 4AC’  ~ B»  — 4AC  ’■ 

de  plus,  t"  l’équation 

d^u  = nÇAdx'+Bdxdy+Cdr')  = lAdy'  1 9'\  = „ 

\“r  Ady  A) 

n’admettra  que  des  racines  imaginaires,  si  B* — 4AC<;o, 
et  d'u  sera  alors  toujours  positif  ou  toujours  négatif, 
suivant  que  A sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  o;  ainsi 
la  fonction 

Ax‘ + Bx^  H- C V' + Dx  4- E/ -h  F , 
admettra  un  maximum  si 


B*  — ■ 4AC  o,  a o, 
un  minimum  si 

B*  — 4AC  < o , A > o 


a®.  Si  B* — 4AC>o,  l’équation  d*u—o  admettra  des 
racines  réelles , et  changera  désigné  pour  certaines 

valeurs  de  dxel  dy , ou  du  rapport  il  n’y  aura  donc 
alors  ni  maximum  ni  minimum. 

.3".  Si  B*  4AC  = o,  et  si  1 on  n’a  pas  en  même  temps* 

aAE  — BU  = o et  aCD  — BE  =.  o , 
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l’iine  des  valeurs  de  x ou  dey  sera  infinie,  la  fonction 
donnée  n'aura  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons  que 
ces  conditions  soient  satisfaites  ; alors  les  deux  équations 


du 

(Le 


du 

dy 


se  réduisent  à une  seule,  par  exemple  à 
aAx  + Bf  + D r=  O , 


du 

dx 


et  les  valeurs  de  x et  de  y sont  indéterminées..  On  a 
dans  ce  cas 

/y—  . f \/C  rfr\* 

d'u-=i‘l\kdx^+7.V'  kC  .dxdy-\-Cdr')-=^\dx'\  ’ 

cette  valeur  de  d*u  se  réduit,  il  est  vrai,  à o,  toutes  les 
fois  que 

dy  l/Â  _ 

dx  ~ ' 

dy 

mais  pour  toute  autre  valeur  de  cette  différentielle 
seconde  est  de  même  signe  que  A ; et  d’ailleurs 
d^u~Oy  d^u~o,  etc. 


La  différence  Au,  lorsqu'elle  ne  sera  pas  nulle,  sera  donc 
toujours  positive  ou  toujours  négative  en  même  temps  que 
A,  et  par  conséquent  la  fonction  u admettra  une  valeur 
minimum  si  A >o,  et  une  valeur  maximum  si  A <;  o. 

Si  B s'évanouis.sait,  on  aurait  nécessairement,  en 
vertu  des  équations 
• 

B*  — 4AC  = o , aAE  — BD  = o , aCD  — BE  = o , 
ou 

I A=o,B  = o,C  = o,u  = Dx  + Er  -1-  F ; 

ou 

A = o , B = o , D — o , U ~ Cv*  + E^  -i-  F , 
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nu  eniiii 

B = o,  C = o,  E = o,  u = Ax’  + Dx  + F ; 

dans  le  premier  cas  la  fonction  /i.  n’aurait  ni  maximum 
ni  minimum,  clans  les  deux  derniers  cas  elle  aurait  une 
inünité  de  maxima  ou  de  minima  égaux  à -r 


76.  Scolie 


4CF  — E>  4AF  — D» 
4C  4A 

*■“.  En  général,  on  a 


. d'u  , rf'it  , d‘u  , , 


d*u 


d'u  ' 


. d'u  I dr'  dxdr  dy  tir’ 

d’u  = X tir’  I — _l i-  J-  _l , . 

dy'  \ t/r*  d'u  dx  d'u  * 


dy' 


<r’ , 


et  par  conséquent,  i’’  d'u  aura  constamment  le  signe 

, d'u  . , 

de  -jpi  S'  1 équation 


d'u 


d'u 


^ rfr  ■■  dx'  _ 

• tir’  d'u  dx  d'u  ** 

■ dy'  dy' 

n a que  des  racines  imaginaires,  c’est-à-dire  si  l’on  a 

. ’ / d'u  Y d'u  d'u  

\dxdy)  dy'  dx'  **  ’ 


d'u  d'u  . , 

ce  qui  exige  que  et  soient  des  quantités  de 

même  signe;  la  fonction  u admettra  donc  un  maximum 
si  l’on  a à*la  fois 

d'u  / d'u  \'  d'u  d'u 

dy'  ’ \^dxdy')  dy'  dx'  ’ ’ 
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et  un  minimum,  si 

rf'it  / d'u  V d'u  d*u 

dy'  ’ Kdxdy  J dy'  dx* 

a”.  La  fonction  n’admettra  de  maximum  ou  de  mini- 
mum , dans  le  cas  où 

d ’u  d'u  

dy'  dx*  ’ 

qu’autant  que  la  première  des  différentielles  fPu,  d^u,... 
qui  cessera  de  s’évanouir  pour  les  valeurs  de  ^ propres 
à vérifier  l’équation 

d‘u 
dx* 

. dy' 

^ _ lent  de  même  signe  que  d^u 

quand  il  ne  s’évanouit  pas.  3”.  Si 


d'u 

dxdy 

± 

dx‘~ 

d'u 

dx 

Y 

dF 

f d^u  Y 

dxdy)  dy'  dx' 


( 


la  fonction  u n’admettra  ni  maximum  ni  minimum. 

Scolie  a'.  S’il  s’agit  d’une  fonction  de  trois  variables, 
on  aura 

rf'u  , , d^u  , , , d'u 

jiu  — dx'  A dr^  H — ai*  -f-  a dxdy 

dx’  ^ dy'  ^ dz'  ^ dxdy  ^ 


dz' 

I 

' dxdz 
dz 


d'u  d'u 

3 dxdz-\-  a J J dydz. 


dydz 


et  en  posant 

(d'u  d’u  d'u  d’u  d’u  d'u  \ 

ÎÏT  + ÿT/*’ + rfTÂ 


dy  


/ 
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Pour  que  d^u  ne  change  jamais  de  signe,  il  faut,  i”  que 
l’équation  d*u=  o,  résolue  par  rapport  à q,  n’ait  pas  de 
racines  réelles,  ce  qui  exige  que  l’on  ait,  quel  que  soit  y?, 


( ri 

ri  pV 

d'u 

^ d'u  d'u 

— •^m  - /}•  0 

p'] 

\ dxdz  ~ 

dydz^j 

dz' 

dx'  dy' 

dxdy^J 

ou 

r / rf’M  Y d*ud'u~\  ^ / d'u  d‘u  d*u  d'à  N 

L \ dydz  ) • dz'  dy'  J ^ \ dydz  dxdz  dz'  d±dy  f 

/ d^u  Y d’a  d‘u 

dxdz  ) dz'  dx' 


Cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand 
on  aura 


d'u  d'u 
dz'  dy'  **  ’ 
d'u  d'u  d^u  d'u  \’ 


d'u 

dydz 


\^dydz  dxdz  dz'  dxdy) 

P ( d'u  Y </>a  1 r / rf>«  y rf'u  rf>u"| 

1_  \ dydz ) dz^  dy’  J L \ dxdz  ) dz'  dx'  J ^ 


Telles  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes 
pour  que  la  fonction  u admette  un  maximum  ou  un  mi- 

. d*u  , , 

nnmim;  ce  sera  un  maximum  si  < o,  et  un  mim- 
. d^u 

mum  St  > O. 


77.  i"  Exemple,  De  tous  les  triangles  isopérimètres, 
quel  est  le  plus  grand  eu  surface  ? 

X Y ~ I % 

Solution.  Soient  ar,  J',  z les  côtés, />=  ^ le 

demi-périmètre  donné,  ou  aura  z=ip — x — -y , et  la  sur- 
face du  triangle  sera  donnée  par  l’équation 

« — \/p{j3—x)  (p—y){f,^z)  = y/ p[j,—x)  {p—y)  ( x+y—p)  ; 
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du  du 


se  réduiront  à 

P {p—y)  (v  — —y)  — O . 

. p{p  — k^p  — "^y  — ^)  = O ; 

on  ne  peut  poser  ni  p — y = o , ni  />  — X = o,  puis- 
que sans  cela  on  aurait 

= a/=  X 4-  7 -1-  î,  y =LX-\- Z, 

ou 

2yj=2x  = x-j-7-|-z,  x = ^4-z, 

ce  qui  est  absui-de;  il  faudra  donc  que  l’on  ait 


d’c 


ip  — ax  — = o , 7p  — 2^  — X = o , 


x=  y z=-p,  i—ip—x  — y =.^p. 
De  plus,  pour  ces  valeurs  de  x et  de  on  aura 


d'u 

dxdy 


1/3 
a ’ 


est  négatif,  et  de  plus 


I d'u\'  d'u  d'u  3 „ ■ 

\dxdy)  dy*  dx'  4 4 * 

les  valeurs  de  x et  de  ^ donnent  donc  un  maximum  de  la 
fonction  u,  et  le  plus  grand  des  triangles  isopérimètres 
est  le  triangle  équilatéral. 

a™'  Exemple.  De  tous  les  parallélépipèdes  inscrits 
dans  une  sphère,  quel  est  le  plus  grand? 
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Solution.  Tous  les  parallélépipèdes  inscrits  sont  des 
parallélépipèdes  rectangles,  leur  centre  coïncide  avec  le 
centre  de  la  sphère,  leur  diagonale  est  le  diamètre  D 
de  la  sphère,  et  en  désignant  par  x,j  deux  des  côtés, 
le  troisième  z = v/d*  — X* — y*.  Cela  posé,  le  volume 
du  parallélépipède  sera 


(I  = xyz  = xy  — x'  — y* , 
dx  \/D* — X'  — r’ 


X 


- (D’  — 2x*  — r’) , 


du 


donc 


v/d*— X*— r* 


V/D>  — x>  — / 

(D*  — 3^— x>); 


D*  — 3x’— _X'*  = 0,  D'  — 3J^’  — x’  = o , x = y = t = 


D 

V/3’ 


De  plus,  les  valeurs  correspondantes  de  f 

* *•  ax  * dxdy  dy' 

s’obtiendront  facilement  en  ayant  égard  aux  équations 


D’— 2x* — y*=o,  D’ — • — x’ r=  o , 

et  Tek 'trouvera 

d'u  sD  d‘u  d'u 


dxdy 

donc 


V/3’  rfx*-'  y/l'  dy* 


d'u 


i5_. 

V/3’ 


f d'u  Y d*u  d‘u  i6D’  12D’  ^ 

* ■ \dxdy)  3~~  3“*^°’ 

le  parallélépipède  maximum  sera  donc  le  cube  qui  a pour 

, , D 
cote  — — . 

1/3 
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3“'  Application.  Soit  F(r)  une  fonction  entière  et 
réelle  de  z,  si  l’on  pose  z = l/— T,  on  aura 

f(x  + /V/ — i ) = R(cosT  + \/ — I sinl)  , 

— y 1/ — ’i  ) = R (cosT — \/ — I sinT), 

R>  = F(x  + y\/ — I )f(x  — 


Cela  posé,  il  sera  facile  de  prouver  que  si  le  module  R ad- 
met pour  Z =.x-\-y\A — i une  valeur  minimum,  cette 
valeur  minimum  sera  nécessairement  nulle.  En  ett’et,  soit 
F*'‘*(x  ±.  y\/  — I ) la  première  des  dérivées  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  z = x y\/~—i.,  de  sorte  que  l’on  ait 

F'(x±/ — I ) = o,  F"(xrt/’l/ — i)=o..., 

F("~o(x±^\/ — I ) = 0, 

l’équation  connue 

d'(ui>)  pd*u  -j-  ndvd'‘~‘u  -\-...-\-ndud''~'i’  u d’v 

donnera , en  y faisant 

u = f{x  + «-  = f(x — yV'^)'> 
d'.R*=rf»[F(x-|-yV/:Z7)F(x— rV/^)]  • 

= — yV' — i){dx-{-  dy\/ — i )" 

-f-F(x-+.y^V/l^)F(")(x — y \/ — ï ) {dx—dy  \/  — i )“  , 

d’où  l’on  tire,  en  posant 

X -|-  — I = r(cos  t-1-  — I sinf), 

— I = p(cos  r-t- — I sinr), 

F (")  (x  ±/  V' — 1')=  R,(cosT,  -f-  \/ — I sin  T,), 

«/".R’  = aRR,f*  cos(T„  — T -+-”»•)> 

or,  si  la  valeur  minimum  de  R ou  de  R’  n’était  pas  nulle, 
/^".R’  changerait  évidemment  de  signe  dans  le  cas  où  l’on 
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donnerait  àr,  et  par  suite  à dx  et  dy,  certaines  valeurs, 

par  exemple  si  l’on  changeait  t en  t -f-  ;r^  et  par 

conséquent  la  valeur  de  R dont  il  est  question  ne  pour- 
rait pas  être  une  valeur  minimum. 

On  démontre  facilement,  à l'aide  de  ce  qui  précède, 
que  toute  équation  entière 


F(x)  = JT"  -i- AiX"-'  -f-. . .-J-A„_,x  -I- A„  = o, 

à coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  ou  plu-  ' 
sieurs  racines  réelles  ou  imaginaires.  En  effet,  le  module 
R qui,  en  désignant  par  p,,  pi,. . . p„  les  modules  de*s 
coefficients  A, , Ai,  A,,. . . A„,  est  toujours  plus  grand 
que 

r"  — f.r"-' — — . .. — f, 
et  plus  petit  que 


r"  -E  p,r"-  ‘ . . -f-p». , 

finit  par  croître  indéfiniment  avec  rou  avccx,jj^.  Cela 
posé,  pahmî  toutes  les  valeurs  que  prend  le  module  R 
pour  des  valeurs  finies  de  x et  de  j',  il  en  est  nécessaire- 
ment Une  plus  petite  que  toutes  les  autres  ; or  cette  valeur 
minimum  est  nécessairement  o , comme  on  vient  de  le 
prouver;  il  existe  donc  une  ou  plusieurs  valeurs  de  z de  la 
forme  z = a -f-  6 \/ — i , propres  à vérifier  l’équation 
R = o et  par  conséquent  F (x)  = o. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  les  conditions  néces- 
saires pour  qu’une  fonction  U,  d’un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes , admette  un'  maximum  ou 
un  minimum,  dans  le  Calcul  différentiel  de  M.  Cauchy, 
ai""’  leçon. 
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Suite  de*  applications  analytique». 


DEUXIÈME  APPLICATION.  Moxinia  et  minima  des  fonctions 
• de  plusieurs  variables , liées  entre  elles  par  plusieurs 
équations. 

78.  Si  les  n variables x,  y-,  z,. . . au  lieu  d’ètre  indé- 
pendaiite.s , comme  on  l’a  supposé  jusqu’ici , étaient  liées 
entre  elles  par  m équations  c=o,  iv=o... , pour  déduire 
de  la  méthode  indiquée  les  maxima  et  les  minima  de  la 
fonction u — Y{x,y,  z, . . .),il  faudrai t commeneer  par  éli- 
miner de  cette  fonction  m variables  différente#  à l’aide 
des  m équations  données  ; après  cette  élimination  les  va- 
riables qui  resteraient,  au  nombre  de  n — m,  devraient 
être  considérées  comme  indépendantes,  et  l’on  égalerait, 
comme  ci-dessus , du  ko,  ou  à l’infini , etc.  Mais  la  re- 
. cherche  des  maxima  et  des  minima  peut,  dans  ce  cas, 
être  beaucoup  simplifiée. 

En  effet,  différentions  la  fonction  u en  y conservant 
toutes  les  variables  données  X,jr,  z,...  l’équation  du  = o 
deviendra 

et  renfermera  les  n différentielles  dx , dj,  dz . . . dont 
n — tn  seulement  sont  réellement  indépendantes,  le:» 
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in  autres  pouvant  être  exprimées  à l’aide  des  ni  écpiatious 

dv 


(2) 


dv  dv  . 

-dx^^^dy 


dx 


■•"***•• 


1 d<v  dw  . dfv  . 


Cela  posé,  l’équation  du  — o devant  être  vérifiée  dans  le 
eas  du  maximum  ou  du  minimum,  quelles  que  soient  les 
différentielles  des  variables  indépendantes , il  est  clair  que 
si  l’on  élimine  de  cette  équation  un  nombre  m de  diflé- 
rentiellcs  à l’aide  des  formules  (a),  les  coefficients  des 
m — /I  différentielles  restantes  devront  être  séparément 
égalés  à O.  Or,  pour  effectuer  l’élimination , il  suffit  d’a- 
jouter à l’équation  du  — o cbacune  des  équations  dv  =r  o, 
rfw<=  o,...  multipliée  par  un  facteur  indéterminé  — X, 
— ^,...etde  choisir  ces  facteurs  de  manièreà  faire  dispa- 
raitre  daus  l’équation  résultante  les  coefficients  de  m dif- 
férentielles successives  ; comme  d’ailleurs  l’équation  ré- 
sultante sera  de  la  forme 


f du  dv  dw 
\ <ir  ^ dx  ^ dx 


et  comme,  après  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m 
différentielles,  il  faudra  égaler  encore  à o ceux  des  diffé- 
rentielles restantes,  il  est  permis  de  conclure  que  les  va- 
leurs de  X,  /X,  V.  . . tirées  de  quelques-unes  des  formules 


du  dv  dw 


du  dv  dw 


devront  satisfaire  à toutes  les  autres;  par  conséquent  les 
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valeurs  de  .r,  y,  z,..,  propres  à vérifier  les  équations 
rlu  = n,  du  =z  O,...  ou  propres  à donner  des  niaxima  et 
des  miuima,  devront  satisfaire  aux  équations  de  condition 
que  fournit  l’élimination  des  indéterminées  p,  v.  . . • 

entre  les  formules  ^ — X ^ . = o , etc.  Le  nombre  de 
dx  dx 

ces  équations  de  condition  sera  n — rn;  en  les  réunissant 
aux  m équations  e = o,  iv  = o , . . . on  obtiendra  en  tout  n 
équations  dont  on  déduira,  pour  les  variables  x^y^z  , plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouveront 
ceux  qui  pourront  i-endre  maxima  ou  minima  la  fonction 
donnée  u = F 

Nota.  Les  équations  de  condition  produites  par  l’éli- 
mination de  X,  fz,  V...  resteront  les  mêmes  quand  on 
échangera  entre  elles,  d’unemanière  quelconque,  les  fonc- 
tions n,  e,  iv...,  ou  quand  on  remplacera  ces  fonctions  par 
les  suivantes  u — a,  u — b,  ■w—c...,  de  sorte  que  la  mé- 
thode précédente  donnera  toutes  les  valeurs  propres  à 
rendre  maximum  ou  minimum  non-seulement  la  fonc- 
tion M,  mais  les  fonctions  e,  w, u — a,  u — b, 
te — ic.  . . Si  les  variables  sont  liées  entre  elles  par  une 
seule  équation  u — o,  les  équations  à l’aide  desquelles 
on  pourra  éliminer  X deviendront 

du  dp  du  dp  du  dp 

dx  ^ dx  dy  ^ dy  dz  ^ dz 

On  en  conclut , par  l’élimination  de  X,  ^ 

du  du  du 

dx  dy  dz  

dp  dp  dp 

dx  dy  dz 

Cette  dernière  formule  équivaut  k n — i équations  dis- 
tinctes qui,  réunies  à l’équation  t»  = o,  détermineronl  les 
valeurs  cliercbées  de  x,y.  z. 
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79.  i"'  Exemple,  a.,  b,  étant  des  constantes,  on 

demande  le  maximum  de  la  fonction  u=ax-\-by-\-cz 
en  supposant  les  variables  assujéties  à vérifier  l’équation 

(>  = j:*  + /*  + Z*  +•••  — r*  = O. 

On  aura 


du  du 

- = a,-=b. 


dv  du 

dx  ' dy 


— 2/? 


et  par  suite 

a b c ax-{-by-\-cz-i-... u ^ 

x~ y~~ Z ~r>  ’ 


donc 

U \/ a'  b*  c'+... 

r*  • r 


u—'àz  r\/ a'  + é’  + c*  ■+•... 


Ou  montrerait  que  de  ces  valeurs  de  //,  l’une  est  un* 
maximum  et  l’autre  un  minimum  , en  remarquant  que 
l’on  a 

{ax-\-by-\-cz-\-...y  -\-{bx — a^)’4-(cx — az'y...-^[cy—bzY... 

= (a'  + 6>-Hc>+...)(x'+/*+z'4-...), 

a*  <'(a’+  A’-i-c’ 

ce  qui  exige  que  des  deux  valeurs  • 

t >, 

U — ±r  V/n‘+i*  + c’+.,.,  , 

l’une  soit  maximum  et  l’autre  minimum. 

•z'"'  Exemple.  On  demande  le  minimum  de  la  fonction 

en  supposant  que  les  variables.^ , j',  z,  soient  liées  entre 
elles  par  l’équation 

• nx -J-  Ar  -p  cz  -}^  . . . — 4 = 0. 

T.  I.  . 10 


« 
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On  aura  encore 


a_b__c__  _k h' 

X Y Z U . ' a’+é’H-c’+...’ 

cl  l’on  montrerait  que  cette  valeur  est  lui  minimum. 

Si  les  variables  X,jr,  z.  . . se  réduisent  à trois,  et  dé- 
signent des  coordonnées  rectangulaires,  la  valeur  de 
représentera  la  plus  courte  distance  de  l’origine  à un 
plan  Gxe. 

3'”'  Exemple.  On  cherche  le  maximum  de  la  fonction 
U = xfylz', 


les  variables  x,  jKj  étant  assujéties  à vérifier  l’équation 
tt=rax-f-fc)'-f-cz+...  — /-=ro. 


On  aura 
^ du 


P 

= pxf~'  y iz'  = - M , 

dx  X 


du  a du  r 


dv  dv  dv 

Ty  — ^'  dz-"'"- 


et  par  suite 

« • 

ax  by  ez  k “P  "h?  -\-r.  . . ’ 

• ç k r k 

. ^ ~b’p + q +r...'  ^ ~ e'p-^q  + r.. 

On  a encore 


du pdx  qdy  rdz 

U X r ï 


et  puisque  les  valeurs  précédentes  dex,j^,  z,...  ren- 
dent fiu  constamment  nul,  et  ti*u  constamment  négatif, 
elles  fourniront  un  maximum  de  la  fonction  u- 
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Exemple.  On  demande  les  demi-axes  d’une  ellipse  * 
ou  d’une  hyperbole  rapportée  à son  centre  et  représentée 
par  l’équation 

r.  --  \x'  -f-  Bxjr  4-  Cy'  — K = O.  ^ 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  la  fonction r=M  = l/x’-|- J'*,  ou  du  rayon  vec- 
teur mené  de  l’origine  à la  courbe.  Cela  posé , comme 
on  a 


du  X du  y dv  do 

^ = 7'  17=7'  = - = 2Cr-hBx, 


et  par  suite 

X 


■ y 


l\x  + ^y  aCr-f-Rr  ^(aAx-t- B/) -f-j(2..Cr-4-Bx)  aK  ’ 


2K.  , -X  /2h. 

— 2 A = B-i , — — 2C  z=  B - , 

X r V r* 


2A  1 — 2c'^=B'j 


* w 

r ) \r^ 

les  deux  racines  de  cette  équation  seront  les  carrés  des 
deux  demi-axes  qui  seront  tous  deux  réels  si  AK  > O , 
B’  — 4AC<^o,  mais  dont  l’un  sera  imaginaû'e,  si 
B*  — 4AC  > o-  •" 


TnoisiÈME  APPUCATiOTi.  Développement,  des  fonctions 
de  pliisieurs  variables.  Extension  du  théorème  de 
Taylor  à ces  mêmes  fonctions. 


80.  Soit 

u=F(x,  y,  Z,...) 

une  fonction  de  pliisieurs  variables  indépendantes.  Don- 
nons à X , y,  Z , les  accroissements 

&xz=adx,  ^y=ady,  \z  — adz... 

Posons  de  plus 

F{x^-mdx,y-\-viy,  z+»dz,...)—f{»),A'oùF{x,  y,  z,...)~/{f)- 


/ 

9 
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nous  aurons 

+ f (x,>-,  Z,."  )=/(•)  '/(®} 


Mais  comme  nous  l’avons  vu  , 

/'(o)  = du,  /"(o)  = /--(o)  = «/«-■«, 

• /-(9a)  =/-(o)+I  = rf»«  + I,  - 

I s’évanouissant  avec  a.  ou  avec  Ax,  ^2^^,  Az , ’on  aura  ^ 
donc 


F(x  + Ax,  X -{-  l^y,  Z 4-  Az . . .)  = U + «erftf  4-  -j— ^ 


rf’a . . . 


4*  ■ 


i.a...{n  — i' 
Si  nous  remarquons  que 


rf-“’«4 5 — (rf-u4-I). 

1.1.3. ..n' 


•du  du  , du  , 

du  = — dx  ^ dy  -\-  — dz  4-etc., 
dx  dy  dz 

d’u  d'u  d'u  . . d'u  , , 

= d^  4-  4-. . 2 ^j-^dxdy 


dxdy 

d^ii 

4-  1 -, — dxdz  4-  etc.  , 
dxdz 


il  viendra 

du  ' du  du 

F(x4-ax,  y+a.y,  z4-az...)  = u 4- 

I d’u  I d'u  . , , I rf*u 

~ I . 7 dx'  I . ?.  dy'  I . 1 dz' 

• d'u  . , 

4 a AXA/  4-  etc.  4 (rf««4-l). 

i.a  {ixdy  i.a.3...n'  ' 


Si  le  terme  ou  le  reste ^ /""(fia)  décroît  iiidéfîni- 

ment  à mesure  que  n -augmente,  ce  qui  arrivera,  par 
exemple,  si  /"(Sa),  qui  est  ce  que  devient  c/"m  quand  on 
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y changea:, y,  z...cnx-\-0<x<Ix,  z + Oxdz,... 

conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  l’équation  précédente  sera  conver- 
gente, et  l’on  aura  . ' . ' 


, ■ du  du  du  I rf’a 

H 5 d’a-f-etc.=  U + T 

i.a.3  dj:  djr  dz  i .2  rfx* 

id^u  \d'u 

H -j—r  tif*  H — Az’  -1- 

I . 2 dy  1.2  dz' 


2 d'u 

— — AxAji-  -I-  etc. 

1 . 2 dxdy 


Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  a = i , on  aura 

du  d'u  d^u 

V{x+dx,  y + dy,  z+  dz,...)  = u+  — -f-  ~ “•“7^3+  " 

Cette  équation  et  celle  qu’on  en  déduit  en  remplaçant  a:, 
r,  2,...  par  zéro,  dx,  dy,  dz,...  par  x,y,  z,...  four- 
nissent le  moyeu  d’étendre  les  tbéorèmes  de  Taylor  et  de 
MacTaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S’il  arrive  que  pour  certaines  valeurs  de  x,  y,  z,  les 
différentielles  du,  d^u....  d"~'u  s’évanouissent  toutes, 
on  aura 


F(x-f-Ax,r-i- Aj,z-t-Az) — F(x,  /,  z)  = au: 


(rf»U-f-I). 


Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
micet  des  miniina  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

CaVactère  général  de  la  convergence  des  séries.  — Limite  des  restes  ou 
des  erreurs  que  Ton  commet  en  s'.'irrètant  à iirx  terme  quelconque  de 
ces  séries. 


81 . -M.  Caucliy  a été  assez  heureux,  dans  ees  dernières 
années,  pour  démontrer  un  théorème  vraiment  rcmarcpia- 
blc  qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  eouvergence 
des  séries  fournies  par  le  développement  des  fonctions 
explicites,  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence  à 
la  loi  de  continuité  dre  fonctions.  Je  vais  donner  une  idée 
de  ces  importantes  recherches,  après  avoir  rappelé  une 
propriété  remarquable  des  racines  de  l’imité,  ou  des  ra- 
cines de  l’écpiation  x"  — i,  et  établi  quelques  lemmes 
fondamentaux  faciles  à déduire  des  premiers  principes  du 
calcul  diflérentiel. 

Comme  on  l’a  vu,  toutes  les  racines  de  l’unité  sont 
renfermées  dans  la  formule 


,,  - ïkx  y . 2A  »-  . 

((i))"=cos db  K — I sin r= 


a/si 


•ikx 


Posons,  pour  abréger,  6 = e"  , et  nommons  m,  ni 
deux  quantités  entières  positives  ou  négatives,  mais  tel- 
lement choisies,  que  la  dilVérence  m — m ne  soit  pas  di- 
visible par  H ; les  expressions 


ïmt  , y—  ’lm'ir  , X 

t/— I V 

6’’=c  " , 8"'  = c " 
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seront  deux  racines  de  Tunité,  distinctes  l'une  de 

Tautre,  puisque  la  difTérence 


, , . ^ in  — m , 

ne  peut  S évanouir  qu  autant  que est  un  nombre 


entier.  Il  en  résulte,  i"  que  ces  deux  expressions  seront 
certainement  deux  racines  de  l’unité,  distinctes 

l’une  de  l’autre,  si  la  diflércnce  m — m est  inférieure  à 
h;  a"  que  poui’  obte;iir  toutes  les  racines  de  l’unité  du 
degré  n,  il  suffit  de  prendre  n termes  consécutifs  de  la 
progression  géométrique , 


....  6“’,  0“’,  6~',  I , 0',  6*,  etc.,. . . . _ 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple, 
les  termes  i,  0,  6%  6^, . . . 9"“'. 

Corollaire  i*''.  La  somme  S des  puissances  des 

n racines  de  l’unité  est  égale  à o , excepté  lorsque  le  nom- 
bre //tiCst  uu  multiple  de  «,  et  dans  ce  cas,  la  somme  S 
est  égale  h n. 

En  effet,  la  somme  de  ces  m""'"'  puissances  sera  tou- 
jours égale  à 

C»"— I 

I _j_  -p.  C|Î".  . . -|-  = — . 


i 


s. 


Or  le  numérateur  étant  nécessairement  égal  à o,  la  somme 

S s’évanouira  toujours,  à moins  que  le  dénominateur  ne 

soit  nul  lai-même,  ce  qui  n’arrivera  qu’autant  que  m 

sera  de  la  forme  mn  ; et  comme  dans  ce  cas  la  véritable 

, 1 1 6""  — t mn  „ 

valeur  UC  la  fraction  est — = n,  on  aura  î>  = n, 

6”  — J m 

Il  importe  peu  d’ailleurs  que  in  soit  positif  ou  négatif  ; et 
çu  ellct,  une  puissance  négative  de  6 peut  toujours  être 
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remplacée  par  une  puissance  positive,  car  on  a = 
et  en  désignant  par  m'n  le  multiple  de  n le  plus  voisin  de  m. 


S~"  — 


b"  ' 


6»'» 

0” 


— — JW 


82.  Ixjmme,  Sohx  = re^^'  une  variable  imaginaire 
dont  rsoit  le  module,  et  t l’argument  •,  soit  encore  J'(x') 
une  fonction  de  la  variable  X qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée  pour  des  valeiu's  du  module  r 

comprises  entre  certaines  limites  r ~ r„,  r = R;  enfin 
nommons  n un  nombre  entier  susceptible  de  croître  in- 

définiment,  et  prenons  6 = e"  ,0  représentera  une 
racine  primitive  de  l’équation  x"  = i ;-dès-lors,  si  en 
attribuant  à r l’une  «juclconque  des  valeurs  comprises  en- 
tre les  limites  R,  on  pose 

/'W+  0/'(0r)  + (O’r)..  . 4-r-«/'(S"-T)  _ ^ 

n * 


AI  s’évanouira  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  et  par 
conséquent  la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses 
valeurs  du  produit  corrcsjxmdanics  aux  valeui-s 

O,  I,  a, . . . (n — i),  du  nombre  in,  se  réduira  sensible-^ 
ment  à o. 

Dcinonsiration.  Si  l’on  appelle  h un  accroissement  at- 
tribué à une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  dans  le  voi- 
sinage de  laqueUc  la  fonction  y (x)  et  sa  dérivée 
restent  finies  et  continues,  on  aura  . 


/{x  + h)—  f{x)  = h [/ '(x) .-I- 1 ] , 

I devant  s’évanouir  avec  h.  En  faisant  tour  h tour,  dans 
cette  équation, 

a--f-è  = 0r,  x = r,  ù = r(0 — i), 
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x-f-A  = 0’r,  x = Cir,  A=:rO(fl— i)...  etc., 

x-^k  — i’r,  x — B“~'r, /i  = 0‘'~’r[0 — i), 

on  trouvera 

/(Or)  _/(r)=(5_,)r[/'(r)-t-I.], 

/(6  V) -/(Or)  = (0—i)r[0  /'(Or)  -|- 1,] , 

/(0-r)—/(0'>  - 'r)  =z  («_  1 ) r [6»--/'(0”-  -r)  -f-I.]. 

Les  quantités  I, , I, , . . . I„  devant  s’évanouir  avec  0 — i , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec-,  puisque,  en  vertu  de 

“ V“ 

1 équation  0 =e"  , 0 ne  sera  égal  à l’unité  que  quand 

n sera  égal  à l'infini , ou  - à o. 

n 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  désignant  par  la 

.1  , . I,  I,  -|-  Il  . . . — f-  In 

moyenne  arithmétique , moyenne  qui 

devra  évidemment  s’évanouir  elle-même  avec  - , ou  trou- 

n \ 

vara 



4-9"  — 


mais 


donc 


= I » /(6"c)  =/{r),  /(S"c)  — /(r)  =:  o, 


■ + + 9*/'(0 V)-  4-6-  '/'(6"-T)  _ _ 

n 

Or  I„  s’évanouit  quand  « est  infini,  donc,  etc. 

,85.  Corollaire  i"'.  La  moyenne 

fi')  + 9f'(9r)+0’f(0’r)...-\-  9'-'/!(0-‘r) 
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t 

f*sl  la  déi’ivée  de  cette  autre  quantité 

■ /W  +/(0v)...+/(6'-  T) 

■■  ' ' 9 

n 

doue,  si  pour  de  ü'ès  grandes  valeurs  de  n la  première 
moyenne  ou  la  dérivée  est  sensiblement  nulle,  la  seconde, 
ou  la  quantité  elle-même,  sera  sensiblement  constante, 
car  il  n’y  a qu’une  quantité  constante  qui  puisse  avoir  une 
dérivée  nulle.  Si  donc  on  pose 

F(r)  — ^ 

On  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , 
/’(R)  = F(r„). 

F (r)  n’est  autre  chose  que  la  moyenne  aritlimétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  /(x)  qui  cotres^ 
pondent  h un  même  module  rde  la  variable  x,  et  à des 

valeurs  de  - représentées  par  les  diverses  racines  de 

l’unité.  La  limite  vers  laquelle  ponverge  cette  moyenne 
arithmétique  tandis  que  le  nombre  n croît  indéfiniment, 
est  ce  qu’on  pourrait  appeler  /a  valeur  moyenne  de  la 
fonction  f{x)  pour  le  module  donné  r de  la  variable  x. 
En  admettant  cette  définition  , on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  le  proposition  suivante  : Si  la  fonction 
f{x)  et  sa  dérivée  f '(x)  restent  finies  et  continues  pour 
un  module  r de  x renfermé  entre  les  limites  /•„,  R , la  va- 
leur moveune  de  f(x)  correspondante  au  module  r sup- 
posé compris  entre  les  limites  c„,  R,  sera  indépendante 
de  ce  module. 

Corollaire  2™'.  Si  = 0,  c’est-à-dire  si  la  fonction 
y(x)  et  sa  dérivée  y'(x)  restent  continues  pour  toutes  les 
valeurs  de  x dont  le  module  est  renfermé  etifre  les  va- 
leurs O et  R , 011  aura  sensiblement  pour  un  semblable 


Digitized  by  Google 


* 


DIX-SEPTIF.MF.  i.EVüM.  l55 

module  et  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , F{r)=F{o)  ; 
et  si  /'  (o)  = O,  ce  qui  aura  lieu  si  la  l'onction  J s’é- 
vanouissait avec  X,  F{r)  = o.  , ^ 

84.  TiiÉonÈME  i"".  Si  l’on  attribue  à la  variable  x un 
module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lestjuels  une 
des  deux  fonctions  F(.r),.F'(x),  cesse  d'être  finie  cl  con- 
tinue , la  fonction  F(x)  pourra  être  représentée  par  la 

— F (z),  correspondante 


valeur  moyenne  du  produit  — 

à un  nioflulc  r de  2 qui  surpasse  le  module  donné  de  x, 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X. 

Démonstration.  Posons 


■ F(xi 


F (2)  désignant  une  fonction  de  2 qui  reste  finie  et  con- 
tinue avec  sa  dérivée  F'(2),  pour  un  modide  r de  2 
compris  entre  les  limites  o et  R.  La  quantité  /^(2)  définie 
par  ré<[iiation 

s’évanouira  ainsi  que  J\s)  pour  une  valeur  nulle  de  z 
et  si , en  posant  pour  abréger 

9{z)  = F (z),  (2)  = — F (2) , . 

on  nomme  ^(2),  ^(2),  ce  que  devient  Fiji)  quand  or\ 
remplace  f (2)  par  ^ (2)  ou  par  y (z) , on  aura  ' 

F(z)  = <t,(z)  — X(z). 

De  plus , pour  d<;  très  grandes  valeurs  de  n cl  j»our  un 
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module  r de  z inférieur  à R,  on  aura,  en  vertu  du  der- 
nier corollaire,  puisque  F (o)  = o, 

F{r)  = x;(r)  = o , 4.(r)  = X(r)  ; 

d’autre  part,  si  l’on  suppose  le  module  de  z supérieur  au 

module  de  x,  la  fraction  — ^ — , sera  développable  en 

série  convergente , et  l’on  aura 

= z(z  — x)~'  = i-{-z~‘x-i-z  *x'-f-etc., 

T — ' 


et  par  suite 


x(z)  = — - — F (x)  =:  F (x)  ( I -|-  s ‘ X -H  X*  -1-  etc.), 

Z — X 


X (r)  = F (x) 


I 4-  /•-■x(i  + 0-'  4-  e.->  4-0-3  _(.  -1 

4-  r~'  x’  (i  _4-  «-•  4-  9"^  4-  etc.)  4-  etc,  J' 


Les  coefficients  de  r~'  x,  r~’  x',  etc.,  .sont  la  somme  des 
racines  de  l’unité  élevées  chacune  à la  puissance  — i , 
ou  à la  puissance  — a,  — 3,  etc.,  somme  que  nous  avons 
prouvé  être  égale  à o ; on  aura  donc 


X{r)  = F(x), 


et  à cause  de  l’équation 

F(x)=tl.(r)=i[-£^F(r)4 


«I>(r)  = X(r), 
F(^r)...-f 


Or—x 


En  vertu  de  cette  dernière  équation  , qui  devient  rigou- 
reuse quand  n devient  infini,  la  fonction  F (x)  pourra 
généralement  être  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

F (z)  correspondante  au  module  r de  la 

variable  z;  pourvu  toutefois,  comme  on  l’a  déj.à  supposé, 
que  cette  fonction  F (z)  et  .sa  dérivée  F'(z)  restent  fuiies 
et. continues  pour  ce  module  de  z,  ou  pour  un  module 


produit 
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plus  petit.  D’ailleurs  la  fraction 


, et  par  suite  le 


produit  — - — F(«),  seront,  pour  un  module  de  x infé- 


rieur au  module  r de  ^ développables  en  séries  conver- 
{;entes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  dex; 
on  pourra  donc  en  dire  autant  du  second  membre  de  l’é- 
quation qui  donne  F (x),  et  par  conséquent  de  F (x). 
Donc,  etc. 

De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  la  proposi- 
tion suivante. 


8o.  ThéorIme  a'.  Une  fonction  quelconque  réelle  ou 
imaginaire  d’une  va rialde  réelle  ou  imaginaire  xsera  déve- 
loppable en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  do  x , tant  que  le  module  de  X 
conservera  une  valeur  inférieure  à la  plus  petite  de  celles 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d’étre  finie 
et  continue.  * - . 

Ainsi,  en  particulier,  puisque  les  fonctions 


cosx,  sinx,  c*,  e'*,  cos(i — x’),  etc., 


et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais 
d’être  finies  et  continues , elles  seront  toujours  dévelop- 
' pables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x;  au  contraire,  comme  les  fonc- 
tions 


(■ 


I — X 

I (i  + x),  arc  tangx, 


\ n 

-p)  . — 


et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  cessent  d’étre  fonctions 
continues  de  x au  moment  où  le  module  de  cette  variable 
devient  égal  à l’uiiité;  elles  seront  certainement  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 


I 


■> 
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sauces  ascendantes  de  la  variable  x,  si  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  de  x oHie  un  module  inf’éiTeur  à l'unilé. 
Ces  séries,  au  contraire,  pourront  devenir  et  deviendront 
en  elVet  divergentes,  si  le  module  de  x surpasse  riinité. 
Enfin  , comme  b's  fonctions 


Ix, 


cos-,  etc., 

X 


deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier 
ordre  pour  une  valeur  nulle  de  x,  par  consérpient,  lors- 
que le  module  de  x est  le  pliLs  petit  possible,  elles  ne  se- 
ront jamais  développables  en  sérit-s  convergentes  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

On  sera  peut-être  étonné  de  voir  placer  la  fonction 
arctangx  au  nombre  des  fonctions  tpii  deviciuicnt  in- 
finies ou  discontinues  <piand  le  module  de  x devient  égal 
,à  I : il  est  vrai  que  si  l'on  attribue  à X une  valeur  réelle, 
la  fonction  arc  tang  x ne  cesse  pas  d’être  finie  et  conti- 
nue; mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si,  x devenant  ima- 
ginaire, on  suppose,  par  excmiple. 


Alors,  en  effet,  la  fonction 


arc  tang  x = arc  tang  [»  — • ) = 


V/— I 


deviendra  évidemment  infinie  et  discontinue  ainsi  que  sa 

dérivée  — ^ — , (niand  on  fera 
I -I-  x' 

« = I ou  X = rh  — I ■ 


Les  fonctions  ci-dessus  prises  pour  exemple , et  leurs 
dérivées  du  premier  ordre,  deviennent  toujours  infinies 
ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  de  la 
variable  indépendante  : si  l’on  était  assuré  qu’il  en  fût 
toujours  ainsi , on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé /se 
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dispeuser  de  parler  de  la  fonction  dérivée,  mais  on  n’a 
point  à cet  égard  une  certitude  suffisante. 

8().  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  est  d’autant 
plus' remarquable,  qu’on  peut  même  en  déduire  et  la  sé- 
rie de  Maclaurin,  et  le  reste  de  cette  série. 

INoils  avons  vu,  en  ell’et,  que  la  fonction  F(x)  pourra 
être  généralement  représentée  par  la  valeur  mpyenue  du 

produit  — ^ — F(z);  or  on  a 


= F(i) -f--F{2)4--F(s)  + etc. 

Donc,  dans  le  développement  de  F (x)  le  terme  constant 
devra  se  réduire  h la  valeur  moyenne  de  F (z),  ou,  en 
vertu  du  lemme  fondamental,  à F (o),  puisque,  par  hy- 
pothèse, la  fonction  F (z)  est  continue  entre  les  limites 

0 et  R.  De  même,  le  coefficient  de  x sera  égal  à la  va- 

1 1 F(2)  . . 

leur  moyenne  du  rapport  — ou,  ce  qui  revient  au 

même,  du  rapport  tar  la  valeur  moyenne 

F (o)  r~'  ( I -f-  6~'  -f-  5“’  -J-  U etc.) 

de  la  quantité  est  nulle,  en  vertu  des  propriétés  des 
racines  de  l’unité.  D’ailleurs  la  valeur  moycnne'du  rap- 
port est  égale  à la  valeur  F'(o)  qu’il  prend 

«piand  on  y fait  z = o.  On  montrerait  de  la  même  ma- 
nière que  le  coefficient  de  X*,  valeur  moyenne  du  rapport 


F(.) 


^ ou,  ce  qui  revient  au  même,  n”  81  , corollaire  i*'. 


du  rapport 


F(8)— F(o)  — sF'(o) 
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«ïsl  égale  à — \ et  l’on  trouvera  déGuitivement 

° I .a 

F (r)  = F (o)  + j,F'  (o)  4-  F"(o)  + etc.; 


Quant  au  reste  qui  devra  compléter  cette  série,  réduite 
à ses  n preniiei’s  termes , on  le  déterminera  facilement 
comme  il  suit  ; en  effet,  puisqu’on  aura 


et  par  suite 


xf'~'  X" 

Z«-‘  (z . 


ô’ 


F (.)  = F (.)  + f F (.)  + J F (.) . . . + F(.). 

il  est  clair  que  le.  Reste  dont  il  s’agit  sera  la  valeur 
' moyenne  du  produit ; considéré  comme 

^ z"“‘  (z X)  ^ ' 

fonction  de  z , pour  un  module  r de  z supérieur  au  mo- 
dule donné  de  x.  Donc  si  l’on  nomme  Ji  le  plus  grand 
des  modules  de  F (z)  correspondants  au  module  r de  z , 
et  P le  module  attribué  à la  variable  x,  le  reste  de  la  série 
de  Maclaurln  aura  pour  module  mi  nombre  infériciir  au 
6* 

produit  -jj  B , et  par  conséquent  inférieur  au 

reste  de  la  progression  géométrique  que  l’on  obtient  en 
développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  lo 
rR 

rapport  - — 

En  résumant  ce  qu’on  vient  de  dire,  on  obtient  la  pro- 
position suivante  : 

87.  Tiiéoréme  4''-  Da  fonction  b’  (x)  sera  développable 
par  la  formule  de  Maclaurin  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x si  le  mo- 
dule de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x conserve  une 
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valeur  inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse 
(l’èlre  finie  et  continue.  Soit  r cette  dernière  valeur  , ou 
une  valeur  plus  petite,  p le  module  de  x,  cl  i?  le  mo- 
difie maximum  de  F (x),  les  modules  du  terme  général  et 
du  reste  de  la  série  de  Maclaurin , seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 

...  rA  . 

progression  géométrique  qui  a pour  somme , et  dont 

le  reste  est 

p)  \rj  r — p 

Les  principes  ci-dessus  exposés,  et  les  divers  théorèmes 
que  nous  venons  d’établir,  peuvent  être  immédiatement 
étendus  et  appliqués  à desfonctions  de  plusieurs  variables; 
on  arriverait  ainsi , par  exemple , au  théorème  suivant. 

Théorème  5®.  Soient  x, z,...  plusieurs  variables, 
réelles  ou  imaginaires,  la  fonction  F(x,j-,  z...)  sera  dé- 
veloppable par  la  formule  de  Maclaurin , étendue  au 
cas  de  plusieurs  variables,  en  une  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  z... , 
si  les  modules  de  ces  variables  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à celles  pour  lesquelles  Id  fonction  reste  finie 
et  continue.  Soient  r,  r',  r"...,  ces  dernières'valeurs  ou 
des  valeurs  plus  petites,  H le  plus  grand  des  modules  de 
F(x,  J',  Z...)  correspondants  au  module  r de  x,  au  mo- 
dule r de  au  module  de  z,  p,  p',  p", ...  les  modules  de  ' 
X,  J',  Z...  ; les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  en  question , seront  respectivement  inférieurs  aux 
modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a 
pour  somme  le  produit 

r'  r" 


A 


r — p'  r' — ( 


r — p 


T. 
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Dcveloppemenl  des  fondions  implicites.  — Série  de  Lagrange. 


88.  l.,<'sprincipps  établis  dans  la  leçon  précédente  peuvent 
être  appliqués  au  développement  des  fonctions  implicites, 
par  exemple  de  celles  qui  représentent  les  racines  dos 
équations  algébriques  ou  transcendantes.  Alors  la  loi  de 
convergence  se  réduit  encore  à la  loi  de  continuité.  Con- 
cevons pour  fixer  les  idées  , qu’il  s’agis.se  de  développer  la 
plus  petite  racine  de  l’équation 

♦ (i)  X =^fix) 

dans  laquelle  y'(^)  estime  fonction  expli  ci  te  et  donnée  de 
qui  ne  renferme  point  jc,  et  qui  ne  devient  ni  nulle,  ni  in- 
finie pour  y=o.  Parmi  les  racines  de  cette  équation  il  en 
existe  évidemment  une  qui  s’évanouit  en  même  temps  que 
X,  et  qui, si  l’on  fait’eroître  x par  degrés  insensibles,  va- 
riera ellc-rtième  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à X,  en  restant  toujours  fonction  continue  de  x, 
jusqu’à  ce  que  cette  variable  acquière  une  valeur  pour 
laquelle  deux  racines  de  l’équation  j = xy(jp)  devien- 
nent égales  (*),  pourvu  toutefois  que  dans  l’intervalle,  la 


(•)  On  du  qu’une  équation  F (y)  = o,  a m racines  égales  à h,  lorsqu'on 

4)“  f (.r),  f (.r)  étant  une  fonction  do  .r  qui  ne  devioni 

ni  nulle,  ni  infinie  pour^  = 4 ; comme  on  a d’ailleurs 


(^  — 4)— < J 
(w — i) 


' w 


f;l4+ou-4)], 


l’équation  = one  pourra  aroir  m racines  égales  4 4,  ou  F(r)  ne 
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valeur  de  J (y)  eorrespondaiite  à la  rarine  dont  il  s’a- 
git, ne  eesse  pas  d’t'tre  continue.  Donc,  A la  fonction 
fi.r)  reste  continue  pour  des  valeurs  cpielconques  de  x, 
celle  des  racines  de  l’é(piation,  jk  = x/(j),  qui  s’évanouit 
avec  X,  sera  développable  en  série  convergente,  sui- 
vant les  puis.sauces  ascendantes  de  x,  pour  tout  module 
de  cette  variable  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui 
introduiseul  des  racines  égales  dans  l’équation  (i),  en 
rendant  ces  racines  communes  à cette  équation  et  à sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à,r,  i = et  par  consé- 

quent pour  tout  module  de  x inférieur  au  plus  petit  de 

ceux  qui  répondent  aux  équations  simulunées  x = 

/(r) 

Ainsi  , par  exemple,  la  plus  petite  racine 

de  l’équation  J)-  =r  x cos  j sera  développable  en  série  con^ 
vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  dex 
pour  tout  module  de  x inférieur  au  plus  petit  de  ceux 

qui  répondent  aux  équations  simultanées  x = ^ et 

cos  y 

pourra  être  do  la  forme  _ i)»  f ( j.)  qu’aulant  que  l’on  aura 


FW  = o,  F,'(i)  = o,  F"(i)  = o...F;"— 

De  sorlc  que  la  racine  mulliple  b est  néceasairement  commune  i l’équa- 
tion F(^)=:  O,  et  à ses  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  m—i  inclusive- 
ment. Si  m ==  a,  c’est-à-dire  si  la  racine  b est  double , elle  devra  vérifier 
à la  fois  les  deux  équations  F(^)  = o,  — o. 

Do  plus,  si  F(j')est  une  fonction  implicitede  x , si,  par  esemple , est 
lié  avec  x p’ar  l’équation  = x/(  r),  on  aura 


/x. 


et  l’on  en  conclura  que  si  à une  certaine  valeur  de  x correspond  une  racine 
doublode  l’équation  F(r)—o,  la  valeur  correspondante  de/'  sera  , en  ,(é- 
néral,  infînie  et  disconliriue,  puiitque  F^(*)==o,  et  pair  conséquent  ne 
sera  plus  dcveloppahlc  en  série  convergente  ordonnée  sui\ant  les  puis* 
sdiices  ascendantes  et  entières  de  r. 


1 i 
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— |jn  y ou  cot  J = — y ; or  on  prouve  que  ce 

y 

plus  petit  module  qui  eorrespond  à la  racine  imaginaire 
yz=  1,199678...  V' — I de  l’équation  cot  j = — j,  sera 
0,662742,  et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  l’é- 
quation y = ^ cos  J sera  développable  en  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  X 
pour  tout  module  de  ^ inférieur  au  nombre  -0,662742; 
on  SC  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à un  résulut 
auquel  Laplace  est  parvenu , par  des  calculs  assez  longs , 
dans  son  Mémoire  sur  la  convergence  de  la  série  que  four- 
nit le  développement  du  rayon  vecteur  d’une  planète, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  l’excentricité. 

80.  Pour  développer  cette  plus  petite  racine  j,  ou  la  ra- 
cine qui  s’évanouit  avec  x,  et  que  nous  supposerons  être 
une  racine  simple,  appelons-la  posons 

y — ^/(/)  — {y  — y»)  (y)’ 

sera  une  fonction  de  j qui,  ainsi  que  /(y),  ne  de- 
viendra ni  nulle,  ni  inCnie  pour^  = o.  En  diflférentiant 
cette  équation  par  rapport  à j,  on  trouve 

I — ^/'(y)  = (y  — y»)  <p'  (y)  + <p  (j')- 

et  en  divisant  membre  à membre  , 

I —xf'{y)  _ I , 'p'(r) 
y—xf[y)  y— y O <p(yy 

, . <pW  _ ^—^/'(y)  _ ' 

W y^x/(y)  y— y O 

D’ailleurs,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  dey,  la 
fonction  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  j = o, 

^ix) 

sera  généralement  développable  eu  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  de  J.  On  aura,  par  exemple. 
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*}p  = B„  + B./  -H  + fU-, 

Ainsi , eu  particulier,  si  <f(j)  est  une  fonction  entière  de 
y,  et  si  l’on  nomme  b',  b",  b" .. . les  racines,  supposées 
inégales,  de  l’équation  ip(y)  = o , on  aura  identiquement 


B désignant  un  coefficient  indépendant  de  y,  et  par  suite 


9'{X)  ^ ■ 

<p(r)  x—b' 


4-^-^4-€tc,=(>— è')~’4-(r— *")  ■•-l-"' 


Pour  tout  module  de  ^ inférieur  aux  racines  è',  b",  etc., 
chacun  des  termes  du  second  membre  sera  développable 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
et  l’on  aura 


<P{x} 


Il  faudra  donc  que  le  second  membre  de  l’équation  (2)  soit 
lui-mème  développable,  pour  des  modules  dey  qui  ne  dé- 
passent pas  certaines  limites,  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dej".Or  il  semble  au  premier  abord  que  pour  de 
très  petits  modules  de  x,  ou , ce  qui  revient  au  même , 
pour  de  très  petits  modules  de_^„,  ee  développement  ne 
puisse  s’efl’ectuer , car  si  le  module  de  y„  devient  infé- 
rieur à celui  de_j^,  et  le  module  de  x inférieur  à celui  de 


/(r)’ 


les  deux  fonctions 


I 


X — Xo 
I _ 

x-^/ix)  “ 


ix  — Xo)-‘ 


[r-V(r)]- 


pourront  être  développées  suivant  les  puissances  asccu*-. 


» 
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daiites  (le  Ju  cl  de  x et  renfernieroiit  des  puissances  néga- 
tives de_j^,  on  aura  en  eiret,  dans  celte  hypothèse, 


r 


• etc. 


De  plus,  en  désignant  par  les  notations  D^,  D’,  D^,...  les 
dérivées  successives  prises  par  rapport  à jr,  on  aura 


jr—x/ij^)  X — x/ix) 


et  parce  que 


on  aura 

I — x/'(x)  _ I 
X — x/ix)  ~ X 


— xD, 


Ax) 


EiiGn  , si  l’on  représente  généralement  par  les  notations 
Y(o),  D^Y(o),  D)Y(o),  ce  epte  deviennent  une  fonction  quel- 
conque Y de  J’  et  scs  dérivées  (juand,  après  la  dill’érenlia- 
tion,  on  y fait  J = O,  et  si  l’on  pose  /(  j)=  Y,  on  trou- 
vera encore,  en  vertu  de  la  formule  de  Maclaurin, 


y = Y(„)  ~ D;Y(„  + etc. , . . . 

1 I » i 

Y>  = Y(’)  -l-'^  D^Y(’„,-t-^  D’  Y,î)  -I-  etc..., 
et  par  suite 

d/m  = D,I  =- 

O rAijT 

L r J X'  X ' X 


« 
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Si  l’on  a égard  à ces  diverses  valeurs  , on  verra  que  le 
second  membre  de  l’équation 


i>'(x)  _ I— j/'(.y)  I 

' 9(r)  x—Xo' 

renlerme,  eu  apparence  du  moins,  un  nombre  inûni 
de  puissances  négatives  de  j,  tandis  que  le  développe- 
ment du  premier  membre  est  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  y.  L’égalité  entre 
ces  deux  membres  doit  cependant  subsister,  et  en  les 
comparant  on  doit  obtenir  un  certain  nombre  d’équations 
plus  ou  moins  importantes.  Pour  établir  cette  comparaison 
avec  plus  de  succès , faisons  les  deux  remarques  suiymtes  : 
i”  Puisque  les  modules  àcj„  et  de  jr  s’évanouissent  en- 
semble , ou  pourra , en  supposant  le  module  de très  pe- 

, x/'(r) 

tit,  concevoir  que  x,  x’...,x'",  et  par  suite 

>■  — x/{y) 

soient  développés  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
y^'i  seeond  mcnil)fc  de  l’équation 

Pix)  X — ^/ix)  X—Xo' 


développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  et  de 
y„,  offrira,  il  est  vrai,  des  puissances  positives  et  néga- 
tives de  y,  mais  seulement  des  puissances  positives  dey„, 
et  l’on  voit  immédiatement  que  dans  ce  second  mem- 
bre le  coefficient  d’une  puissance  positive  quelcon<(ue  de 
par  exemple  àf'  jZ  » sca  la  somme  S,„  d’une  série  qui 
renfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positives  dc^, 

avec  les  seules  puissances  négatives 


X 


qui 


proviennent  etdudéveloppement  de  ( y — y^)  et  des  coef- 
ficients de.z’,  .r’,  J’’..  .X'".  2“  En  vertu  des  principes  établis 

dans  la  leçon  précédente,  la  fonction  ^ j-}  sera  dévelop- 
• * P(X)  . 
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pable  fen  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de^  etdej^o,  tant  que  les  modules  de 
y et  de  j'o  ne  dépassercmt  pas  les  limites  au-delà  desquel- 
les cette  fonction  cesse  d’être  continue , et  le  coeflScient 
dey^  dans  ce  développement,  déduit  de- la  formule  de 
Maclaurin,  sera  la  somme  d’une  série  qui  renfermera 
seulement  des  puissances  entières  et  positives  de  y.  Cela 
posé , deux  développements  ordonnés  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d’une  même  variable  _yo>  pou- 
vant être  égaux  qu’autant  qu’il  y a égalité  entre  les  coef- 
llcients  des  mêmes  puissances  , les  deux  coefficients  de  j'™ 
que  n6us  avons  désignés  par  S„,  $1,  et  qui  représentent 
les  sommes  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de_y,  seront  égaux.  D’où  il  résulte  que  dans  la 
première  de  ces  deux  séries  chacun  des  m-f- 1 premiers  ter- 
mes proportionnel&à  des  puissances  négatives  dey  devra 
s’évanouir.  Donc,  en  particulier,  le  terme  proportionnel 
à s’évanouira  dans  la  série  dont  la  somme  S„  sert  de 

r* 

coefficient  à quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  m, 
d’où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  proportionnels  à 
-î-  s’évanouira  elle-même  dans  le  second  membre  de  l’é- 

r' 

quation 

f'(r)  _ » — _ » 

<p{y)  r — x — xo'' 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de^  et  de  j 
Or,  en  vertu  des  équations  qui  donnent  les  diverses  par- 
ties de  ce  développement,  cette  somme  est 

,•5 


^Y(o)  • 


I .2 


Wr 


1.2.3 


— Xo 


011  aura 


donc 


.2.3 


ü.’Yji;  -t-  ctr. 
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Cette  dernière  formule,  qui  subsiste  tant  quej^o  et  Sa  dé- 
rivée relative  à x restent  fonctions  continues  de  x,  est 
précisément  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement de  j’n  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
x;  formule  qui  est  d’une  extrême  utilité  dans  la  solution 
d'un  grand  nombre  de  problèmes  importants.  Si  l’on 

égalait  à zéro,  non  plus  le  coefficient  de  mais  ceux  de 

de-^. , etc.,  on  obtiendrait  immédiatement  les  for- 

mules  données  par  Lagrange  pour  le  développement  de 
yl  y suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Enfin, 

si  l’on  égalait  les  coefficients  des  puissances  positives 
a ceux  qui  affectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second 
membre  de  l’équation 

^ ==--(1 

qui  donne  le  développement  de  quand  l’équation 

9 ij)  = O est  une  équation  entière  dont  les  racines  sont 
b\  b",  etc.,  on  obtiendrait  les  valeurs  des  sommes 


è" 


I 1 


développées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  pn- 
tières  et  positives  de  x. 

Soit  maintenant  F (y)  une  fonction  qui  ne  devienne  pas 
infinie  pour^  = o,  après  avoir  multiplié  par  le  rapport 

— les  deux  membres  de  l’équation 


_ I — xf  (j^)  _ I 

y—^f(y)  .y—Xo’ 


ou  pourra,  tant  que  la  fonction  F(j)  ne  deviendra  pas 
discontinue,  développer  le  second  membre  suivant  les 
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puissauccs  ascendantes  dej^;  et  comme  dans  ce  dévelop- 
pement le  coefficient  de  devra  disparaître  , on  en  con- 
clura facilement 

F (r .)  = F -î-  X Y(„,  F '(r ) («5-1-  [ Y •F'(j)]  m 

On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange 
pour  le  développement  de  F (_/„)• 

110.  Quand,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée, marche  tracée  récemment  par  M.  Cauchy,  et  seule 
réellement  rigoureuse,  on  a démontré,  i”  la  possibilité 
et  l’existence  du  développement  d’une  fonction  implicite  ; 
2“  les  valeurs  entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  ren- 
fermer pour  que  le  développement  subsiste , on  peut , par 
des  méthodes  plus  ou  moinsélégantcs,  déterminer  la  valeur 
des  coefficients.  Supposons,  par  exemple,  qu’étant  donnée 
une  fonction  implicite ^7^  de  x déterminée  par  l’équation 
J-  = xf[jr)  -f-  2 = jY  -(-  Z, 

on  demande  de  développer^  ou  une  fonction  quelconque 
F de  y suivant  les  puissances  ascendantes  de  x et  de  z, 
ou  de  l’une  de  ces  variables,  de  x par  exemple.  Si  l’on  re- 
présente par  a une  valeur  particulière  de  x,  par  F ,„j, 
D,F(„),  D]F(„),  etc.,  ce  que  deviennent  lafonction F(  y), 
et  ses  dérivées  successives  jprises  par  rapport  à x quand, 
après  la  différentiation,  on  y donne  àjy  la  valem*  corres- 
pondante à x — a,  on  aura  nécessairement,  en  vertu  de  la 
formule  de  Maclaurin , 

F (^)  = F(,^  -I-  (x_fl)  D.  F 4-  “-il  D i F (.,  4-etc. , 

• I . 

et  cette  série  sera  toujours  convergente  quand  la  diff’é- 
rcnce  x — a sera  une  quantité  très  petite.  Si  x avait  une 
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très  petite  valeur,  on  pourrait  faire  a = o et  l’on  durait 

F(r)=  F<„)4-a:D.F(,)  + ^ DiF(o>  + etc. 

F(o,,  D,F(o),etc.,  désignent  ce  que  deviennent  la  fonction 
F'(j')et  ses  dérivées,  quand,  après  la  différentiation,  on  y 
donne  la  valeur  correspondante  à a:  = o:  or  puisque, 
par  hypothèse,  l’équation  proposée  n’est  pas  résolue,  il  se- 
rait impossible  de  calculerdirecteinentlescoefficicntsl'' (qj, 
D,F(o„  DiF{o,,  etc.  Pour  les  déterminer,  reprenons  l’é- 
quation 7"=  xY  -f-z,  et  différentions-la  tour  4 tonr  par 
rapport  à x et  par  rapport  à z , ou  trouvera  de  cette  ma- 
nière 

= Y-l-xD^Y.D.r  , D,r  = « + .rD,Y.D.7; 
en  éliminant  x entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
O.x  = YD./, 

et  par  conséquent 

D^F(r).D*7  =YD,F(r).D.^, 

ou 

D.F(r)=YD.F(r). 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  pose  F(jr)  .z=  Y ",  n 
étant  un  nombre  entier,  il  viendra 

; D,Y"=YD.Y"; 

on  a d’ailleurs 

D,[ Y"D,F(y')]  = D.  F(j) . D.Y-  -<-  Y-Di.  F(y^) 

= Y D,  F(r  ) . D,  Y- -F  Y- Di.  F (r  ) 

= D,F(r).D.Y--Flr»Di.F(j') 

= D.[  Y-D.F  (/)]  = D.[Y-+-D,F  (/)  ] : 

on  aura  donc  généralement 

D, [Y-  D.  F{x)]  = D.  [ Y«+ • D,  F (r)  ] , 

d’oii,  en  faisant  tour  à tour  n = i,  n = 2,  n = i,  on 
conclura 

D4yD.FÙ)]  = D.[Y*U,F(^)], 

Dx[Y>D,F(/)]=D.[YJD>F(j')] 
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U sera  facile  maintenant  de  déterminer  les  coefficieiiU 
DxF(o) , DiF  (o)v..  il  suffira  pour  cela  de  différentier  plu- 
sieurs fois  de  suite,  par  rapport  ky,  l'équation 

DxF(r)  = YD.F(/); 

on  trouvera  en  effet  de  cette  manière 

DiF(/)  = Dx[YD.F(j)]z=D.[Y>  D.F(/)], 

DiF(r)  = Dx{D.[Y>D.F(r)]}=D.{Dx[Y-D.F(j^)]} 

= D’.[YîD,F(r)]. 

En  diiTérçntiant  de  nouveau,  et  répétant  plusieurs  fois 
les  mêmes  transformations,  on  trouverait 

DiF(j^)  = DÎ  [Y<D,F(jr)],....  D;F(r)  = Dr-[Y*D.F(j)]. 

En  faisant  maiiiteiiaiit  dans  ces  diverses  équationsx  = o, 
et  remarquant,  1“  que  pour  x = o on  3 y = z 5 s”  qu'au 
lieu  de  prendre  la  dérivée,  par  rapport  à z,  d’unefonctioii 
de  X et  de  Z,  pour  y donner  ensuite  ky  ime  valeur  par- 
ticulière , on  peut  donner  d'abord  à x cette  valeur  et  dif- 
férentier ensuite  ; on  aura 

Y(o)  =/(r)(o)  =/(*),  = F(s),  DxFm  = /{s)D.F(») , 

DiF(o)  = D.{  [/(*)j>D,F(*)}, 

DiF,„,=D;  { [/(*)]^D.F(z) }...  D;F(o,=D— ■ { [/(*)]»D.F(s) }, 

F ir)  = F(*)-f-x/(s)D,F (s)-h^D.  { [/(*)]‘D.F(*) } 

cette  série  que  Lagrange  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  de  1770,  comprend  comme  cas  particulier,  celles 
du  n'  89  que  l'on  en  déduirait  en  faisant  z=o  etF(7^)=y. 
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Sur dérivées  d^ine  ou  de  plusieurs  voriables  considérées  comme  dé- 
pendantes, prises  successivement  par  rapport  à diverses  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes.  ~ Sur  Pemploi  de  la  dilTérentiation 
pour  Pélimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbitraires. 


91 . On  a souvent  besoin  de  comparer  entre  elles  les 
dérivées  d’une  ou  de  plusieurs  variables  dépendantes, 
prises  successivement  par  rapport  à diverses  variables 
considérées  comme  indépendantes;  or  cette  comparaison 
devient  très  facile  à l’aide  des  théorèmes  suivants. 

Théorème  i*'.  Les  dérivées  successives  d’une  même 
variable  dépendante  u , prises  par  rapport  à une  certaine 
variable  s,  conserveront  les  mêmes  valeurs  si  à cette  va- 
riable on  en  substitue  une  autre  t,  liée  avec  elle  par  l’é- 
quation t—s+a,  ou  qui  n’en  diflère  que  par  une  quan- 
tité constante. 

Démonstration.  De  l’équation  t = s a,  on  tire 

ds 

dt  ds^  — = 1 • 

’ dt  ’ 

et  par  suite 

du  du  ds  du  d'u d*u  ds d‘u 

dt  ds  dt  ds  ’ dt*  ds*  dt  dt*  ' " 

Corollaire.  Si  les  dérivées  successives  de  deux  varia- 
bles U et  prises  par  rapport  à une  certaine  variable  s. 
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sont  égales  entre  elles,  elles  le  seront  encore  quand  on 
prendra  ces  dérivées  par  rapport  à deux  variables  t et  t, 
qui  sont  liées  avec  s par  les  équations  tc=s-\-a , r=^s-\-h, 
ou  qui  ne  difléreiit  de  s (jue  de  (piantités  constantes  a cl  b. 

92.  Théorème  n*.  Concevons  que  doux  variables  x et^^ 
soient  liées  tour  à tour  avec  une  troisième  variable  .f, 
considérée  comme  variable  indépendante,  par  les  équa- 
tions 

X = F (i),  X =/W  ; X = F,  (j),  X =/.  W, 

et  que  les  fonctions  F,  f,  F,,  soient  telles  que,  dans 
le  passage  des  unes  aux  autres , les  variables  et  leurs  dé- 


rivées 

f/x  </  ’x  rf"x 

’ ds  ’ ds‘  ds"  ’ 

dx  d‘‘x  d"x 

^ ' ds'  ds‘  ' " ds'  ’ 


jusqu’à  celles  de  l’ordre  n inclusivement , conservent  la 
même  valeur  |>our  certaines  valeurs  do  x et  dejK»  de 

Jn+t  J.  ^«+1  y 

sorte  que  les  dérivées  de  l’ordre  «-H  i?  j^+,'  ^ 

au  moins  l’une  d’elles,  changent  de  valeurs  quand  on 
passe  des  fonctions  ¥,f,  aux  fonctions  F,  ,y',  ; si  l’on  con- 
sidère mie  nouvelle  variable  r liée  avec  x et  ^ par  l’équa- 
tion r=  F (^x, y),  les  n premières  dérivées  de  cette  va- 
riable, prises  par  rapporta  s,  ou  les  quantités 


dr  d‘r  d"r 

ds'  ds' ds°' 


ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  des  fonctions 
F,  y,  aux  fonctions  F,, 

Démonstration,  Puisque  x,  y,  sont  des  fonctions  de 
A,  on  aura,  en  diiférentiant  plusieurs  fois  de  suite  l’é- 
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quation  r—  F{x^  j), 

« 

dr dF  dx  dF  djr  • 

ds  dx  ds  dy  tls' 

d'r dF  d'x  dFd^y 

ds'  dx  ds'  dy  ds  ' 

d'F dx'  d'F  dx  dy  d'F  dr' 

dx'  ds'  dxdy  ds  ds  dy'  ds'  ’ 


d"r  dF  d'x  dF  d^y 

— = 1 etc. 

t/y  dx  ds*  dy  dy' 

Or,  1°  les  quantités 

y)  y)  d'F{x,  y)  d'F(x,  y) 

dx  * dy  ' dx'  ’ dxdy  ’ ' ’ 

dépendent  uniquement  de  la  forme  de  la  fonction  F, 
mais  nullement  de  F,  y,  F, , a”  les  dérivées 

dx  dy  d'x  d'y  d*x  d"y 

ds  ’ hs'  ds'  ’ €is'  ’ ' " ' dy  ’ dy  ’ 

conservent,  par  hypothèse,  la  même  valeur  quand  on 
passe  des  premières  fonctions  aux  secondes.  D en  sera 
donc  encore  de  même  des  dérivées 


dr  d'r  d*r 

df  ’ dy  ' dy 


Ajoutons  que  la  dérivée 


, donnée  par  l’équation 


d*+'r  _dFd*+'x  , 

dy+‘  ^ dy+' 


dFd"+'y 
dy  dy^' 


-J-  etc. 


d*+' 


changera  oixlinai  rement  de  valeur  avec  ■^,+7 


d*+'y 
ds*+‘  ’ 


quand  on  passera  des  premières  fonctions  aux  secondes; 
néanmoins  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains 
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cas,  par  exemple,  si  les  valeurs  particulières  de  x et  de  j * 
dont  il  est  question  dans  le  théorème,  réduisaient  à o les 


coefficients  ifiÇjA  des  dé 

J-  jy 


rivees 


Jn+tj.  f/m+y 


(Le  ’ cly 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  change- 
rait. La  même  remarque  s’applique  aux  dérivées 

rf*+»r  d’+^r 


ds^+‘ 


ds"  + ^ ’ 


etc. 


93.  Théorème3'.  Concevons  maintenantquel’on  veuille 
prendre,  au  lieu  de  s,  r = F(x,  jr)  pour  variable  indé- 
pendante, les  n premières  dérivées 


ds  d^s  d^s  d’s 

dr'  dr''  dr^  ’ 

dx  dy  d*x  dy  d^y  d^y 

dr'  dr  ' ' ' dr*  ’ dr'  dr'  " " ' rfr*  ’ 


ne  changeront  pas  de  valeur  quand  on  passera  des  fonc^ 
tions  F,/ aux  fonctions  F,, 

Démonstration.  Si  l’on  considère  s comme  fonction  de 
r,  les  variables  x,y.,  et  par  suite  F(^x,y),  deviendront 
des  fonctions  de  fonctions  de  r,  et  en  dilfércntiant  plu- 
sieurs fois,  par  rapport  à r,  l’équation  r = F(^x,y),  on 
aura 

_ dFdj^ 
ds  dr' 

_ dFd's  d'F  ds' 

**  ds  dr'  ds'  dr'  ’ 


dF  d's  d'F  ds" 

**  ds  dr’  ' " ’ ds’  dr’ 

Or,  comme  nous  l’avons  prouvé,  les  n premières  déri- 
vées 

dF(x,y)  __  dr  d'F(x,y)  _ d'r  d’F  {x,  y)  _d’r 

ds  ds'  ds'  ds''"'''  ds’  ds’ 
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conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
fonctions  F, , y,  ; il  en  sera  donc  aussi  de  même 
des  H dérivées 

ds  d 's  d"s 

' dr'  dr^  ’ dr"' 

liées  aux  premières  par  des  équations  du  premier  degré. 
Si  de  plus  on  a égard  aux  équations 

dx dx  ds  dy  dy  ds 

dr  ds  dr'  dr  ds  dr’ 

d'x dxd^s  d'xds'  d'y dy  d's  d'y  ds' 

dr'  ds  dr'  ds'  dr''  dr'  ds  dr'~^'ds'  ~dr'' 


d'x  dxd's  d'y  dy  d's  . 

dr'  dsdr"~^^^^"'  dr'  dsdr^~^^^'' 

on  en  conclura  que  puisque  les  n premières  dérivées 

dx  dy  „ d'x  d'y  ds  d's  d's 

ds'  ds  ' ils'’  ds' ' dr'  dr'' dr'' 


conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 

F,  f aux  fonctions  F,,  y, , il  en  sera  de  même  des  n dé- 

. , dx  dy  d'x  d'y 
• •'•vees 

Corollaire  i*'.  Sans  troubler  l'égalité  qui  existe  de  part 

et  d’autre  entre  les  n dérivées  ^ cmand 

ds  ds  ds'  ds'  ^ 

on  remplace  les  fonctions  F,  f par  les  fonctions  F,,  y,, 
on  peut  donc  substituer  à la  variable  s la  variable  r liée 
par  Une  équation  Unie  quelconque  avec  les  variables  x , y, 
seulement,  après  cette  sul>stitution,  on  ne  pourra  plus  affir- 
mer que  pour  les  valeurs  particulières  dont  il  est  question 
dans  le  premier  théorème,  l'une  au  moins  des  deux  déri- 

change  de  valeur  quand  on  passe  des 

premières  fonctions  aux  secondes.. 

T.  I.  la 
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94.  Rien  n’empêche,  dans  les  théoi'èmes  qui  précèdent, 
de  supposer  r = x,  alors  des  dérivées 


dx  d'x 


J 


rfr’  dr"^  ’ * ’ * dr^ 


la 


première  se  réduit  à l’unité,  les  suivantes  à o,  tandis  que 

les  expressions  deviennent  les  dérivées 

y\ y” prises  par  rapport  à x;  on  peut  dès  lors 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  4'”'-  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  xetde  y,  les  n premières  dérivées 


dx  dy  d"x  d'y 

ds  ' ds  ' ds“  ’ ds’  ’ 

de  deux  variables  x,y,  liées  tour  à tour  avec  une  troi- 
sième variable  s par  les  équations 

X = F (s),  y =/(.») , X = F.(i),  y =/.  (s) , 

ou,  vîe  qui  revient  au  même,  liées  tour  à tour  entre  elles 
par  les  deux  équations 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  y aux  fonctions  F,,  f,,  ou  de  la  fonction  y à la  fonc- 
tion y, , il  en  sera  encore  de  même  des  n premières  déri- 
vées . . . y'-"^  de  y prises  par  rapport  à x,  et  par 

conséquent  des  düTérentielles  dy,  d'y, . . . d"y.  Ajoutons 
que  dans  le  passage  de  F,  J",  à F,,  J",,  la  dérivée  ou  la  di- 
férenlielle  de  l’ordre  /i-|-  1 ot  les  suivantes,  prendront 
ordinairement  des  valeurs  nouvelles;  néanmoins,  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

9S.  Si , en  considérant  toujours  r comme  variable  in- 
dépendante, on  désigne  par  t,  u,  etc.,  de  nouvelles  fonc- 
tions des  coordonnées  x,y,  on  aura 
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dt  dt  dx  ^ dt  dy 
dr  dx  dr  d r dr  ’ 
dt  d'y  d't  dx' 
dy  dr'  dr' 

d 't  dx  dy  d't  dy  ’ 
* dxdy  dr  dr  dy'  dr' 


d't  dt  d'x  dt  d°  y 

— -1 JL.  etc. 

dr'  dx  dr'  dy  dr' 


. dx  dy  d'x  d'y 

cl  comme  les  expressions  —,  - ' conser- 

vent la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions  F,  f 


aux  fonctions  F, , , il  est  clair  qu’on  en  pourra  dire  au- 

, , e . ....  dt  d't  d't 

tant,  non-seulement  des  fonctions  dérivées  -r  , -r-i---  t—  , 
’ dr' dr''  dr' 


mais  encore  des  di  fièrent  ici  les  r/<,  d't,. . . d't.  On  arrive- 
rait à des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion M à la  fonction  t.  On  pourra  même , d’après  ce  que 
nous  avons  dit,  échanger  entre  elles,  de  toutes  les  maniè- 
res possibles,  les  fonctions  t,  a,  r,  et  énoncer  générale- 
ment le  théorème  suivant. 

Théorème  5“'.  Si  pour  certaines  valeurs  de  x et  de  y, 
les  n premières  dérivées 


dx  d'x  d'x  dy  d'y  d'y 

ds'  ds'  ' ' ds''  ds'  ds'  " ds'  ' 

des  variables  x , y,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand , aux 
équations 


x = F(f),  y=f{s)  ou  F(x,  f)=o,  /(x,  t)  = o, 
on  substitue  les  suivantes 

x = F,(.f),  r=/iW  ou  F,(x,  i)  = o,  /.(x,  j)  = o, 
on  pourra  en  dire  autant  des  n premières  dérivées  ou  des 


¥ 
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/I  premières  différentielles  d’une  fonction  quelconque  t 
des  variables  x,y,  prises  par  rapjiort  k une  autre  fonc- 
tion arbitraire  u de  ces  mêmes  variables. 


Si  les  dérivées  de  l’ordre  n-J-  t,  ^ ^ ^ 


/&"+■  ’ ds‘+'  ’ 


ou  au 


moins  l’une  d’entre  elles , changeaient  de  valeur  dans  le 
passage  des  fonctions  F,  aux  fonctions  F,,  y,,  il  en 

sera  en  général  de  même  de  la  dérivée  . .•  , ou  de  la 


différentielle le  contraire  pourrait  cependant  avoi r 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

96.  On  arriverait  à des  conclusions  analogues  si , au  lieu 
de  deux  variables  x,  y ^ on  en  considérait  trois  x,  y,  z, 
et  l’ôn  démontrerait  facilement  le  théorème  suivant  ; 

Théorème  ô"'.  Si  pour  de  certaines  valeurs  de  x,  y,  z, 
les  n premières  dérivées 


rix  d'x  (iy  d'y  d^y 

ds'  d7^'‘"~d^'  Ts'  dF'"'~in^' 

dz  d‘z  d’z 
ds'  ds''"'  ds"' 

t 

des  variables  x,  y,  z,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand, 
aux  équations 

. X — F(j),  y = /(s),  Z — f(j), 

'ou  ' 

F(x,  /)  = O,  f{y,  s)  — O,  f(s,  s)  = O, 


on  substitue  les  .suivantes 

X = V,(s),  y = /,(s),  Z = 
ou 

¥,{x,s)  = O,  /,(y,ir)  = O,  f,(z,  s)  = O, 


on  pourra  en  dire  autant  des  n premières  dérivées,  ou 
des  n premières  différentielles  d’une  fonction  quelcon- 
que t des  trois  variables  x,y,  z,  prises  par  rapport  à 
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une  autre  fonction  arbitraire  u de  ces  mêmes  variables. 

Si  les  dérivées  de  l’ordre  «+  i,  ‘L  ’ 

ou  au  moins  l’une  d’entre  elles,  changeaient  de  valeur 
daiis  le  passage  des  fonctions  F,  f,  f , aux  fonctions  F, , 
y,,  f, , il  en  sera  eu  général  de  même  de  la  dérivée 

— — ou  de  la  différentielle  quoique  le  contraire 

puisse  arriver  dans  certains  cas  particuliers. 

Rien  n’empêche,  dans  le  théorème  qui  précède,  de  faire 
u=z,  puis,  tour  à tour,  t = x,  t=y,  oti  arriverait  de 
cette  manière  à im  nouveau  théorème. 

Théorème  7“'.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  X,  y,  les  n premières  dérivées 

/ dx  d*x  dy  d"y  di  d'z 

ds'  ds’ ’ ds'  ds’^  ds'  ds"' 

des  variables  x,  y,  z,  liées  tour  à tour  avec  s par  les 
équations 

F(x,i)  = O,  /{y,s)  = o,  f(ï,j)  = o, 

F,(x,i)  = O,  /,{y,s)  = O,  U(z,s)  = O, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à tour  entre  elles 
par  les  équations 

ç(*ir»*)=o.  *.(*.^1  *)=o» 

ne  changent  pas  de  valeurs,  quand,  aux  fonctions  F,  f,  f, 
on  substitue  les  fonctions  F,,_/i,  f,,  ou,  ce  qui  revient  au 
même , quand,  aux  fonctions  f et  x • on  substitue  les  fonc- 
tions ®,  et  x.i  ; on  pourra  en  dire  autant  des  n premières  » 
dérivées 

dx  d'x  rf"x  dy  d'y  d“y 

dz'  dz'  ’ dz”  ’ dz  ’ dz’  ” ' ' rfj»  ’ 

prises  par  rapport  à z,  considérée  comme  seule  -va- 
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riablo  indépendante.  Si  les  dérivées  - , - r-,  etc.,  ou  du 
moins  l’une  d’entre  elles,  changeaient  de  valeurs,  il 
en  sera  en  général  de  même  des  dérivées  , -r— , 

quoique  le  contraire  puisse  arriver  dans  certains  cas. 

97.  On  SC  sertsouvenldeladilTérentiation  pour  éliminer 
d’une  éfpiation  un  certain  nombre  de  constantes  ; et  cette 
■ élimination  conduit  quelquefois  à des  résultats  fort  im- 
portants; nous  entrerons  à ce  sujet  dans  quelques  détails. 
Remarquons  d’aboiti  <pic  l’on  trouverait  les  mêmes  équa- 
tions différentielles  si,  au  lieu  de  l’équation  F(jr,j^)=:o, 
on  avait  F (a:,  j')  = c,  c étant  une  constante , parce  que 
la  constante  disparait  à la  première  diflércntiation  {K>ur 
ne  plus  reparaitre  jamais.  De  ces  équations  différentielles 
identicpies  on  tirerait  les  mêmes  valeurs  des  dérivées 
dr  d’r 

v'*°'*P*  équation  ne  se  présenté  pas 

sous  la  fonne  F(x,  y)  — c,  il  arrive  souvent  qu’une  ou 
plusieui’s  différentiations  font  di.sparaître  des  constantes. 
Soit,  par  exemple,  l’équation 

{y  — *)’  4-  {-r  — a)'  = 
en  la  diflérentiant  deux  fois  de  suite  on  aura 


et  les  deux  constantes  r et  a am-ont  disparu.  Dne  troi- 
sième diflérentiation  donnerait 


dy  d'y 


tLs  de' 
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De  ces  équations  réunies,  on  tirera 


dy X — a d'y  (x— a)*  + (6— /)’ r' 

tix  b — y'  dx'  {b~yŸ  yY’ 

3 ^ ^ 

d^y dx  dx'  3r’(x  — a) 

• dx^  b — y {b — ' 


et  en  éliminant  — b entre  les  deux  dernières, 


\ d^ 

) dj^ 


Oi'  celte  dernière  équation  ne  contient  aucune  des  cons- 
tantes a,  b,  r. 

On  pourrait  aussi , au  moyen  de  ces  diverses  écpia- 
tions,  exprimer  les  trois  constantes  a,  i,  r,  en  fonction 

de  X,  de  y et  des  deux  dérivées  ^—jr\  on 

trouvera  en  effet  » 


y 


On  conclura  de  ce  qui  précède,  que  de  l’équation 
{y — by  + {x  — aY=  r', 

qui  contient  trois  constantes  arbitraires,  on  pourra  dé- 
duire, i”  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre 
qui  n'en  contient  aucune  ; 2”  trois  équations  du  second 
ordre  qui  en  contiennent  chacune  une  3°  trois  équations 
du  premier  ordre,  dans  chacune  desquelles  il  y aurait 
deux  constantes  arbitraires. 

98.  En  général,  si  l’on  a une' équation  entre  x,  j et 
n constantes  arbitraires,  et  qu’on  la  dilléreutie  un  nombre 
m de  fois,  on  aura  m-|-  i équations  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  m constantes,  ce  qui  donnera  une  équa- 
tion différentielle  de  l’ordi-e  m,  où  il  ne  restera  qu’un 
nombre  n — m de  constantes;  et  comme  on  peut  choisir 
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à volonté  les  m constantes  qu'on  élimine , il  est  évident 
qu’on  pourra  former  autant  d'équations  de  l’ordre  m , 
renfermant  n — m constantes,  que  l’on  peut  faire  de 
combinaisons  m à m avec  n quantités,  c’est-à-dire 

n (n  — I ) (n  — 2). . . (n  — m-f-  i ) 

1 .2.  3 . . , m 

Lorsqu’on  dilTérentie  » fois,  on  a n-i-i  équations  entre 
lesquelles  on  peut  éliminer  les  n constantes  de  l’équation 
d’où  l’on  est  parti  ; on  a ainsi  une  équation  de  l’ordre  n 
où  il  n’en  reste  aucune,  et  qui  est  commune  à toutes  les 
équations  que  l’on  peut  déduire  de  la  proposée,  eu  attri- 
buant successivement  aux  constantes  qu’elle  contient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  important  de  remar- 
quer que  si,  api-ès  avoir  calculé,  comme  nous  l’avous  dit 
tout-à-l’heure , une  équation  différentielle  de  l’ordre  m 
qui  ne  contienne  qu’un  nombre  n — m de  constantes,  on 
différentiait  de  nouveau  cette  équation  n — m fois , ce  qui 
donnerait,  eu  la  réunissant  aux  équations  résultant  de 
cette  opération,  un  nombre  n — m i d’équations,  et 
qu’on  éliminât  entre  elles  les  n — m constantes  restantes, 
on  retomberait  toujours  sur  la  même  équatiou  différen- 
tielle de  l’ordi'e  n qui  n’en  contient  aucune. 

99.  Il  est  inutile  de  nous  arrêter  à la  possibilité  de 
l’élimination  d’un  certain  nombre  de  constantes  par  la 
différentiation  successive  d’une  ou  de  plusieurs  équations 
à plusieurs  variables  indépendantes.  Passons  à l’élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires.  Considérons  d’abord  l’é- 
quation U — if) (y),  dans  laquelle  u et  sont  des  fonctions 
de  .r,  Z,  et  (p  (i»)  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire 
de  f . En  donnant  tour  à tour  à cette  fonction  différentes 
formes,  on  obtiendra  diverses  équations,  qui  offriront 
toutes  lin  caractère  commun,  en  ce  sens-qu’on  peut,  en 
éliminant  la  fonction  ç,  arriver  à une  équation  qui  soit 
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commune  à toutes  celles  que  ]>eut  représenter  l’équation 
u = En  eifet,  diiTércntions  cette  équation  en  re- 

gardant tour  à tour  x et  z oujrètz  comme  seules  va- 
riables , et  posons , pour  abréger, 


il  viendra 


dz  dz 


du  du 
du  ^ du  , 


rfp 

dz 

dv 

dz 


)■ 

)• 


En  divisant  ces  deux  équations  l’une  par  l’autre,  et  posant 

dudv  dudv  dudv  dudv  dudv  dudv 

dydi  dzdy'  ^ dzdx  dxdz'  dxdy  dydx' 

on  trouvera  l’équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre 

P/»  -t-  Qî  = R. 

100.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait  deux  équations 
de  la  forme 

/[x,  y,  z,c,p(c),x{c),...]=o,  F[x,  y,z,c,p(c),x{c),...]  = o, 
dans  laquelle  c.  est  une  fonction  implicite  de  x,j,  z,  et 
?(*-')»  etc.,  des  fonctions  arbitraires  de  cette  quan- 

tité 5 voyons  dans  quels,  cas,  par  des  différentiations  suc- 
cessives, on  pourra  éliminer  la  quantité  c et  les  fonctions 
arbitraires.  Pour  y parvenir,  il  faudra  considérer  z et  c 
comme  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y, 
puis  éliminer  les  quantités 

de  de  d'e  d'e  dV 

’ dx'  dy'  dx*  ’ dxdy'  dy'*  '' 

entre  les  équations  données  et  celles  qu’on  en  déduit  par 
des  dilléreiitiatioiis  successives  relatives,  soit  à la  variable 
X,  soit  à la  variable  Supposons , pour  fixer  les  idées, 
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que  l’on  désigne  par  m le  nombre  des  fonctions  arbi- 
traires X W»  '!'('-■)•••»  P**’  " nombre  entier 

quelconque  ; si , parmi  les  diirérentielles  de  c et  les  déri- 
vées des  fonctions  arbitraires  ^ (c),  on  néglige 

celles  dont  l’ordre  est  supérieur  à n,  le  nombre  des  termes 
de  la  série 


sera  égal  à 
(piantités 


de 

{n- 


de 

■ '){"■ 


d"c 

dx" 


d’e 

dxdjr’'- 


d”c 


, tandis  que  le  nombre  des 


^ W . f 'W.  • • W . x{e),  X (c).  • • ■ (c) , . ■ • • 

sera  égal  à (/i -f-  \)m.  D’autre  part,  si  l’on  joint  aux 
équations  données  leurs  dérivées  d’un  ordre  inférieur  ou 
égal  à n,  on  obtiendra  en  tout  (n-i-i)(n-|-2)  équations, 
et  l’on  pourra  entre  ces  dernières  éliminer  la  quantité  c, 
ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  jusqu’à 
celles  de  l’ordre  «,  pourvu  que  l’on  ait 

(»  + ')  («  + 2)  > 4- (/I -f- 1 ) w,  ou^H-i>ot; 


or  cette  condition  sera  remplie  si  l’on  prend  n=ini  — i, 
et  alors  l’élimination  produira  m é<juatioiis  aux  différen- 
tielles partielles,  auxquelles  satisferont  toutes  les  équations 
que  l’on  peut  déduire  des  équations  proposées. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  une  seule 
fonction  arbitraire  ç (c),  et  se  réduisent  à 

f[x,  jr,  z,CtP{c)]=zo,  ¥[x,jr,z,c,  ^i(c)]  = o, 

en  joignant  à chacune  de  ces  deux  équations  les  deux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  on  obtient  en  tout  six 
équations  entre  les  quantités 


•r, 


P = 


dz 
dx  ' 


de 

di^ 


de 

fir' 
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et  l'climiiiation  des  cinq  deniières  de  ces  quantités  entre 
les  six  équations  dont  il  s'agit,  produit,  comme  on  devait 
s’y  attendre,  une  équation  aux  diÜ'crentielles  partielles 
du  premier  ordre  entre  les  variables  indépendantes  x^jr 
et  la  variable  dépendante  z. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  deux  fonc- 
tions arbitraires  y (c),  (c),  et  se  réduisent  à 

/[x,  y,z,c,:p  (c),  X (c)]  = 0,  F [x,  7,  z,  c,  p (c),  (c)]  = o , 


en  joignant  à chacune  de  ces  équations  ses  déiivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre,  on  n’obtient  en 
tout  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n’est  pas  pos- 
sible d’éliminer,  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

de  de  d'e  d'e  d'e 

’ dx'  dy'  dx''  dxdy'  dy'^' 

• Pic),  p’{e),  p"[e),  x{c).  x'[c),  V'(c>; 


mais  en  s’élevant  jusqu’aux  équations  du  S"*'  ordre,  on 
obtiendra  en  tout  vingt  éfpiations,  entre  lestpaelles  on 
pourra  éliminer  ces  douze  quantités  avec  les  suivantes  : 


d^e  d^c  d^e 
dx^'  dx'dy'  dxdy'’ 


d^e 

dy^' 


et  l’élimination  produira  deux  équations  aux  diiréreu- 
tielles  partielles  du  3”*'  ordre,  entre  les  variables  indé- 
pendantes x,y,  et  la  variable  dépendante  z. 

Il  est  bon  d’observer  que,  dans  certain  cas,  l’ordre 
des  équations  aux  ditrérentiellcs  partielles  produites  par 
l’élimination  dont  nous  venons  de  parler  , peut  s’abaisser 
considérablement.  Supposons,  par  exemple,  que  les  équa- 
tions données  renferment  trois  fonctions  arbitraires  <p(c), 
XW,  ’I'W’  conime  on  aura  dans  cette  hypothèse  m = 3, 
■2m — 1 = 5,  il  faudra  généralement,  pour  ellectucr  l’éli- 
niination,  s’élever  jusqu’aux  déiivées  du  5'"‘‘  ordre,  et 
cette  élimination  pioduira  (rois  équations  aux  dilféren- 


# 


Digitized  by  Google 


i88 


CALCUL  DIFFÉaEMTlEL. 


ticllcs  partielles  du  5“'  ordre,  entre  x,  j et  z.  Mais  si 
l’on  établit  entre  les  fonctions  (c) , (c) , les  re- 
lations x(^)  — ?'(^)’  — c’est-à-dire  si  les 

équations  proposées  se  réduisent  à 

/[■^>  />*.<•.  fW»?' W ?"(«■)]  =o,  F [x,  7 ,z,  c,  ^ (c),  ^'(c),  tp"(c)  ]=o  ; 

alors,  en  joignant  à ces  formules  leurs  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre , on  obtiendra  en  tout  douze 
équations , entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  onze 
quantités , 

de  de  d*e  d'e  d‘e 

dx'  dy'  t£r’’  ,dxdy'  dy^' 

<p(c),  ^'(e),  ^"(r),  <p-(c). 

et  l’élimination  produira  ime  seule  équation  aux  diil'é- 
rentielles  partielles  du  second  ordie  , entre  les  variables 
x,jr,z. 

Nota.  Les  deux  équations 
c,  •]  = «»» 

équivalent  évidemment  à une  équation  unique 
F[x,  y,z,<p{x,y,z),  y , z)  = o. 

De  cette  remarque,  joint  à ce  qui  précède,  on  conclut, 
1°  qu’il  ne  suffit  pas,  en  général,  de  recourir  aux  diffé- 
rentielles du  second  ordre  pour  éliminer  d’une  équation 
donnée  deux  fonctions  arbitraires  (f(x,jr,  z),  •*); 

2®  qu’en  recourant  aux  différentielles  du  second  ordre  ou 
pourra  toujours  éliminer  de  l'équation 

I 

F r.  a,  *).  *).  j'.  *)]  = <>, 

la  fonction  arbitraire  <f  et  ses  dérivées  ç',  f". 

Fin  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 


% 
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SECONDE  PARTIE. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES,  OU  RECHERCHES  DES  PROPRIÉTÉ.S 
DES  COURBES  PLANES,  DES  COURBES  A DOUBLE  COURBURE  ET 
DES  SURFACES. 


VINGTIÈME  LEÇON. 

« 

Dfl  la  Ungenta  et  de  la  normale  A nne  courbe  plane  et  lituée  dana  un  plan 
prUpourplan  unique  des  coordonnée*.— Longueurtappelées  Tangente, 
Normale,  .Sou*-tangente,  et  Soua-normale. 


101 . Définition.  La  tangente  à une  courbe  en  un  point 
donné  (x,jy)  est  une  sécante  dont  deux  au  moins  des 
points  d’intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Pour  déterminer  la  Ungente  à la  courbe  au  point  x,  y, 
menons  par  ce  point  un  demi-axe  parallèle  à l’axe  des  x et 
dirigé  dans  le  sens  des  x positifs,  et  concevons  qu’un  rayon 
vecteur  mobile  appliqué  d’abord  sur  ce  demi-axe , tourne 
de  droite  à gauche  autour  du  point  x,  y,  et  vienne  coïn- 
cider avec  la  corde  ou  sécante  menée  du  point  x,  y,  au 
point  X -1-  Ax,  Aj  -,  si  l’on  nomme  t l’angle  qu’aura 

• ir 

décrit  le  rayon  vecteur  5 on  aura  tang  f = — ; et  en  ap- 
pelant I , n , les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de 
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la  séraiile,  son  é<(uation  serait 


k 


iX  Ç X iX 


Concevons  à présent  que  le  point  (x.-\-£ïx,y 
vienne  à se  rapprocher  indéfiniment  du  poîiit  (x,  y),  la 
sécante  qui  joint  ces  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à 
se  confondre  avec  une  certaine  droite  que  l’on  nomme 
tangente  à la  courbe , et  qui  touche  la  courbe  au  point 
(x,y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  il 
suffit  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  l’angle 
t quand  les  dilTérences  Ax,  Ay  deviennent  infiniment 
petites.  Or,  en  appelant  T cet  angle  , on  aura  * 

Ar  dr  , 
tangT  = lim.  — = — = y . 

” Ax  rfx 


On  tire  de  cette  équation 

dx  \ ,1  , dx 

1 ~\Zdx'-\-dy'' 

sin  T = dz  — ± ; 

\/ 1 Y dx'  dy  ’ 


et  en  appelant  Ç,  rj,  les  coordonnées  d’un  point  quelcon- 
que de  la  tangente,  son  équation  sera 


102.  Si  parle  point  {x,y)  on  mène  une  droite  perpen- 
diculaire à la  tangente,  elle  fera  avec  l’axe  des  x un  an- 
gle V déterminé  par  l’équation 


tang»  = — 


I 

tangr 


dx 


et  les • coordonnées  Ç,»7,  d’un  point  quelconque  de  cette 
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perpendiculaire  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  nor- 
male, vérifieront  l'équation 


» 


dx 


dx 


l—x 


105.  Supposons  <pie  l'équation  de  la  courbe  dont  il  s'a- 
git soit  M = F (x,jr)  = O.  En  dilTéreutiaiit,  on  a 


et  en  substituant  dans  cette  dernière  équation,  à la  place 
de  dx,  dy,  les  quantités  proportionnelles  \ — x,  n — ^j^,ou 
— (w — y),  J — X,  on  trouve  pour  l'équation  de  la  tan- 
gente • 


,,  ,d¥  dF 


et  pour  l'équation  de  la  normale, 


Ainsi,  pour  obtenir  l'équation  de  la  tangente,  ilsufiStde 
remplacer  dans  l'équation  difi’érentielle  de  la  courbe  les 
difl’érenti elles  dx,  dy  par  les  difl’érences  Ç — x,  v — y, 
au  contraire , pour  obtenir  l’équation  de  la  normale , on 
devra  remplacer  dy  par  Ç — x,  et  dx  par  — (>j  — y). 

10-1.  Scolie  t".  Les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normale  ne  changeraient  pas  si , à l’équation  F(x , = o, 

on  substituait  l’équation  F (a:  ,^)  = c , ou  u=  c. 

Scolie  a".  En  regardant  dans  les  équations 


it  , ,d¥ 

.rfF  , .rfF 


comme  des  quantités  constantes,  chacune  de  ces 
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deux  équations,  combinée  avec  i’équatipn  = o, 

donnerait  les  coordonnées  x et  y des  points  où  les  tan- 
gentes et  les  normales  menées  par  le  point  Ç , rencon- 
trent les  diflerentes  courbes  représentées  par  l’équation 
F(x,_y)  = c;  et  puisque  ces  deux  équations  sont  indé- 
pendantes de  la  quantité  c,  qui  seule  varie  d’une  courbe 
à l’autre,  elles  représenteront  évidemment  les  lieux  géo- 
métriques des  points  où  les  courbes  qu’on  déduit  de  l’é- 
quation F(X)j')=  c,  en  faisant  varier  la  constante  c, 
sont  rencontrées  par  celles  de  leurs  normales  ou  de  leurs 
tangentes  qui  passent  par  le  point  n ; de  sorte  que  pour 
mener  par  le  point  r,  des  tangentes  ou  des  normales  à 
ces  courbes,  il  suffira  de  construire  les  deux  lignes^ 


. . dF  . . dF 


cUés  rencontreront  les  courbes  F (x,jr)  = c en  certains 
points  que  l’on  joindra  au  point  Ç , >j,  et  l’on  aura  les  tan- 
gentes et  les  normales  cherchées. 


105.  Applications.  Si  l’équation  F(x , j')  = c se  réduit 
à M-i-i'-|-n'-4-...  = c,  u,  e,  w...  étant  des  fonctions 
entières  et  homogènes , la  première  du  degré  m , la  se- 
conde du  degré  m — 1 , la  troisième  du  degré  m — 2,  on 
aura 

dF  du  dv  dw  dF  du  dv  dw 

Pt  rë<|uatîon  de  la  tangente  deviendra 


dv 

dx 


du  dv  dtp  \ 
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Mais,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on 
aura  • 


. du  du  dp  dp 

dx  dj-  ’ dx^  dy 


~(m  — etc.  ; 


l’éijiiation  de  la  tangente  sc  réduira  donc , çn  ayant  égard 
à l'équation 


da  dp  dw\  ( du  dp  dw  \ 


Cette  équation  représente,  cpiand  on  y regarder,  j’,  comme 
seuls  constants,  Ç,  n,  comme  seuls  variables,  la  tan- 
gente à la  courbe  menée  par  le  point  (a:,  je);  et  quand  on 
y regarde  » comme  constants,  x,  y comme  varia- 
bles , une  courbe  du  degré  m — i qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  courbç  avec  les  tangentes  qui  concou- 
rent au  point  (^,  Tî).  Si  e = O,  IV  = o......  on  a 


du  du 

' .-  + >»  -7-  me. 
dx  dy 


106.  Exemple.  Considérons  le  cercle  x* -f-jy*  = R*. 

Ici  m—l,  = c = R>, 


l’équation  de  la  tangente  est  ^x  -J-  ny  — R*.  On  y par- 
viendrait encore  en  remplaçant  dans  l’équation  différen- 
tielle xâx  -\-ydy  =.0,  dx  et  dy  par  Ç — x et  ?j  — y. 
cc  qui  donne 

(f  — x)  X — /).r  = O ou  fx  -f-  ijjr  = x*-f-^«=;R». 
L’équation  de' la  normale  est 

^ JH 

((  — x)y  —{>!  —,y)x  = O ou  fj'  — KX  = O,  i z=  , 

X y 

équation  de  la  droite  ou  du  rayon  qui  va  du  centre  au 
point  (x.,y').  L’équation 

(5  — x)x  + (»  — y)/  = O, 

T,  I.  i3 


l 
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qui  p«ut  se  mettre  sous  l’iine  des  formes 


r. 


f 


e'+x’ 


et  qui  représente  la  tangente  quand  .r  cl  y sont  constants, 
l,r)  varinblos,  représente,  quand  f et  Vj  sont  au  contraire 
déterminés,  sous  la  première  forme  un  cercle  qui  a pour 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  va  de  l’origine  au 
point  (J,  n),  et  pour  rayon  la  moitié  de  la  distance  de 
l’origine  à ce  même  point;  sous  la  deuxième  une  certaine 
droite.  Sur  ce  cercle  et  cette  droite  se  trouvent  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  le  point 
( n)  , et  comme  le  cercle  est  indépendant  du  rayon  R , il 
est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  où  les  tangentes 
menées  du  point  (| , rj)  aux  divers  cercles  que  l’on  obtient 
en  faisant  varier  R dans  l’équation  x’  = R’,  ren- 
contrent ces  cercles.  Il  en  est  de  même  par  rapport  aux 

normales  de  la  ligne  - = 

y 

a""'  Exemple. . Considérons  l’ellipse  ou  l’hvperbole 
représentée  par  l'équation  Ax’  -4-  Æxy  -f-Cj’  =K. 


Ici  /w  = a , f = K , U — Ax’  -+-  iBxy  -J-  C^-*  ; 


l’équation  difTérenlielle  de  la  courbe  est 

<£r(Ax -1- Br)  + o[r(C>- -f- Bx)  = O, 

■on  trouvera  donc  pour  les  «quations  de  la  tangente  et  de 
la  normale,  en  suivant  Tune  des  méthodes  ci-dessus  in- 
diquées, 

(f  — x)  (Ax  -i-  B/)  -4-  — J-)  (Cy  -f  Bx)  = O , . 

{i — x)(Cy-l-Bx)  — (r — r)  (Ax  + By  ) = o , • 

ou,  pour  l’équation  delà  tangente. 


?(Ax-+-Br)  + ,(Cy-f  B.i)  = K. 
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Si  l’équation  de  la  courbe  était 


l’équation  de  la  tangente  deviendrait 

3“'  Exemple.  La  parabolej)'’=  L’équation  de  la 
tangente  est 

(» — y)y — p{i  — x)  — o ou  f,y  — pi—px\ 
celle  de  la  normale 

— x) +>(■,  — ^)  = O,  etc. 

4’"*  Exemple.  La  logarithmique 

y=l\x,dy  = ^,  xdy-Ldx=o; 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

x\a{n  — y)  — (f  — x)  = O,  jln(f — j:)  — jr)  z=  o. 

3""'  Exemple.  La  spirale  logarithmique 

Y X* y 

= tang  I = , arctang-  = \\/^ x'  — IR; 

X fi  • X 

en  dillércntiant,  on  a 

— /di  = xdx  +ydy , dx{x-\-  y)  dy{y  — x)  ~ o ; 

et  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

(f— x)(x  4- r)  + (■»  — /)  (r  — J^)  = o. 

((—^)(j^  — ^)—(i  — r)(^  + jr)  = o._ 

Lorsqu’on  y regarde  Ç , n comme  constants,  x,j  comme 
seuls  variables,  ces  dernières  équations  représentent  deux 
cercles  qui  coupent  la  spirale  logarithmique  aux  points 

i3 . . 
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OÙ  elle  est  roiicontrée  par  celles  des  tangente;  qui  con- 
courent au  point  (Ç,  rj).  ' 

107,  Si  les  axes  des  coordonnées  cessaient  d’ètre  rcc- 
tangulaires  et  faisaient  entre  eux  l’angle  u> , le  rapport  ~ 

. . . I . sinr  ,,, 

exprimerait  non  plus  tangr,  mais  1 équation 

■ de  la  tangente  serait  toujours 


(i  —y)  = % 


et  l’équation  de  la  nonnale  deviendrait 

J ^ 

ii—y}  = 


dx 


dx 


+ cos  • 


/ \ « + rcos«„ 

(i  —y)  = (f  ^ 

' ' y cos»  ' 


108.  Considérons  une  courbe  quelconque  AB(yîg'.i)  au 
point  M de  cette  courbe,  menons  à la  tangente  la  normale 
MN  ; les  parties  MT  et  MN  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male comprises  entre  le  point  de  Ungence  et  l’axe  des  x 
sont  ce  qu’ou  appelle  la  tangente  et  la  normale,  nous  le» 
désignerons  par  les  lettres  T et  N ; on  appelle  sous-tan- 
gente et  sous-normale,  et  nous  désignerons  par  les  nota- 
tions S, , S„ , les  distances  comptées  sur  l’axe  des  x entre 
le  pied  de  l’ordonnée  et  les  points  où  cet  axe  est  ren- 
contré par  la  tangente  et  la  normale  à la  courbe.  Ces 
quatre  lignes  sont  faciles  à calculer. 

En  eflfet,  en  désignant  par  Ç,,  les  abscisses  des  points 
où  la  tangente  et  la  normale  rencontrent  l’axe  des  x,  les  ' 
longueurs  S, , S„  sont  égales , au  signe  près , aux  diiTéren- 
ces  Ç,  — X,  X,  mais  en  faisant  ij  = o dans  l’équa- 
tion de  la  tangente  et  de  la  normale,  on  a 


f,  — j:  = yx', 


/• 
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s;  = ±^,  s,  =±jrr', 


•97 


cr  par  suite 

T=\/MP>+TP*  = yjy-  =±^,1/7+7^', 

N=V^MP*  + PN*=:V/^*+j^*j'>=±7»/7+7^*; 
on  a donc 

S< = ±p,  S,=  d=yy\  T=±  ^V/i+r'S  N=±jr^7+7^. 

On  parvient  encore  plus  simplement  à ces  valeurs  en  re- 
marquant que  si  T et  V sont  les  angles  que  la  tangente  et  la 
normale  font  avec  les  axes,  les  triangles  rectangles  MT  P, 
MNP  donnent 

. ^ • 

S,=±— ^ = T=±-i  =±  ^ y', 

tangr  y'  SUIT  y'  ’ 

S.  = ± - ^ - =±yy',  N=r±  = ± ^ V/''i -f  y' >. 

Ces  équatiüns  donnent  S,  .S„  l’ordonnée  y est 

moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente  et  la  sous- 
normale. 

Exemples  : 


i“.  Cercle  : x‘^y‘  = r^,  S,=± 


R*-i . 


S.=±x,  N = R,  T=±?(R-_x>)>; 

■C*  y * 

a*.  Eilipse  ou  hyperbole  : — i ^ = ± i , 

a*  b* 
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le  rapport  de  la  sous-normale  à l’abscisse  est  constant,  la 
sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  b ; 

i 

3°.  Parabolè  : y' z=. -ipi , Si  = 2x,  S*  = />, 

N -1- 2x)’ , T = 2x'fx-H-y; 

la  sous-normale  est  constante  et  la  soiis- tangente  double 
de  l’abscisse; 

4°-  La  logarithmique  x = Ljr  = y , 

la  ’ 

■ ■ 

la  sous-tangente  est  constante. 

109.  5“.  Cjcloïde.  Concevons  que  le  cercle  ADE(yij°'.  2), 
tangent  à la  ligne  AX  au  point  A,  roule  silr  cette  ligne 
AX , le  point  de  la  circonférence  qui  coïncidait  au  pi-emier 
instant  avec  le  point  A,  décrira  une  courbe  que  l’on  nomme 
cycloïde.  Prenons  pour  axesdes  ct)ordonnécs  les  deux  lignes 
AX,  AY;  pendant  que  le  cercle  roulera  surl’axe  desx,  le 
centre  se  "mouvra  parallèlement  au  môme  axe  , et  le  rayon 
CA  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un  angle  qui 
croîtra  sans  cesse  ; désignons  par  w cet  angle  MON,  par 
AN  = a , ON=i  les  coordonnées  du  centre  O,  par  AP=:x, 
PM  =y  les  coordonnées  de  l’extrémité  du  rayon  ou  d’un 
point  quelconque  de  la  courbe,  l’arc  MN  = Rw  sera  évi- 
demment égal  à la  ligne  AN  = a,  puisque  tous  les  points 
de  l’arc  MN  se  sont  tour  à tour  appliqués  sur  AN  ; on  a 
donc  a — Rw , A = R , 

. X = AP  = AN  — PN  = AN  — MQ  = R»  — Rsin», 
r — MP  = ON  — QN  = R — R vos*; 
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OU  aura  donc,  eu  admettant  que  la  notation  arc  cos  dé- 
signe  toujours  un  arc  compris  entre  les  limites  — 


= R(« — $ina>),  / = R (i  — cos»t),  cosi 


K— y 
R ’ 


« = arc  cos  - 


R— r 


R 


-±«»r,  sin»  =±  — y 


Dans  cette  seconde  formule  on  doit  prendre  le  signe  -4- 
ou  le  signe — , suivant  que  l’angle  w est  de  la  forme  auTr-f-S 
ou  de  la  forme  (a«-|-  i)Tr-|-6,  0 étant  plus peti t que  7t , 
de  sorte  que  l’on  jieut  écrire 

sin  » = ^ cos/w  l/aRj' — j’ ' - ‘ 


■=R.( 


i — ^ ± nr) — cos/nrV^ aR^  — y^. 


On  reconnaîtra  sans  peine,  à Taide  de  ces  équations,  que 
la cycloïde est  composée  d’une  infinité  de  branches,  toutes 
pareilles  les  unes  aux  autres,  dont  les  points  extrêmes  si- 
tués sur  l’ake  des  ,r  répondent  aux  abscisses  / 


X 


o,  .x=±2irR,  x=±/j»R>-” 


et  dont  chacune  est  divisée  eu  deux  parties  sj'métriques 
par  une  ordonnée  correspondante  aux  abscisses 

X = wR,  x = ±3)rR,...  .X  =±{2/1  — i)»-R,  etc. 


De  plus,  en  diflerentîant  les  équations 

x = R(«  — sin*r)  et  r=R(i — cos«), 
on  trouve 

rfx  = R ( I — cos  tt  jfi»  — y lit! , dy  =r  R sin  « du, 
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d’où 


, _ Rsin»  _ . y/aR/ — 

^ ~ dx~  y y 


et  l’on  aura  parsüite, 


S,  = \/iKyw-y‘=  »/r(aR— r). 


N = \/â^. 


On  conclutfacilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  cercle 
générateur  de  la  cycloïde,  on  trace  un  diamètre  parallèle 
à l’axe  desjy,  les  direction's  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à cette  courbe  au  point  M (x , j)  seront  données 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extrémités 
de  ce  diamètre,  de  sorte  que  la  longueur  appelée  normale 
sèra  précisément  la  corde  MN  qui  dans  le  cercle  géné- 
rateur sous-tend  l’angle  w. 
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Asyaiptoiea»dea  courbes  planes.  — > Propriétés  dîTcrses  des  courbes  planes 
déduites  de  leurs  équatioDS.  ~ Points  singuliers. 


no.  On  appelle  asymptote  d’une  courbe  plane,  une 
droite  de  laquelle  cette  courbe  s’approche  indéfiniment 
sans- pouvoir  jamais  la  rencontrer.  Il  est  facile  de  trouver 
les  asymptotes  d’une  courbe  représentée  par  une  équa- 
tion quelconque  ^ = F(x)  ou  f{x,  = o.  Eu  efiet, 
considérons  d’abord  les  asymptotes  non  parallèles  à l’axe 
des^,  et  soit  «X -4- 6 l’équation  de  l’une  d’entre 
elles.  L’ordonnée  correspondante  de  la  courbe  devant  se 
réduire  sensiblement  pour  de  très  grandes  valeurs  nu- 
mériques de  .T,  à l’ordonnée  de  l’asymptote,  elle  se  pré- 
sentera sous  la  forme  y = ax  -4-  6 ± e , e étant  une 
quantité  qui  s’évanouira  pour  x = ± oo  . Cela  posé, 
l’équation  qui  prçeède  donne 


d’où,  en  faisant  x=  ±:oo  , et  remarquant  que  si  6 était 
infini,  l’asymptote  située  à une  distance  infinie  dispa- 
raîtrait tout  entière,  on  aura 

« ==  lim.  -. 

.r 

Donc,  pour  déterminer  la  constante  a,  il  suffira  de  posci; 
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dans  l’équation  de  la  courbe,  - = s oü  j puis  de 

déterminer  la  limite  ou  les  limites  vei-s  lesquelles  con- 
vergera la  variable  s,  tandis  que  la  valeur  numérique"’^ 
de  X croîtra  indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  la  cons- 
tante a,  bn  tirera  de  l’équation  j-  = âx  S ± e, 

■ ^ ^ > 

et  en  faisant  x = ± oc  , ê = lim.  (j'  — etx),  de  sorte 
que  pour  avoir  ê,  il  faudra,  dans  l’équation  de  la  courbe,' 
poser  y — ax  = t , et  cbercber  ce  que  devient  t pour 
ar  = rt  00  ; à chaque  système  de  valeurs  des  quantités  œ, 
c,  correspondra  une  asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  en  échan- 
geant l’une  contre  l’autre  les  variables  x,  y , on  trou- 
verait évidemment  les  asymptotes  non  parallèles  à l’axe 
des  X. 

m.  Scolie.  En  général,  le  rapport  - pour  x = oo  , 
prendra  la  forme  indéterminée  et  sa  véritable  valeur 

CD 

sera  celle  que  prend  pour  x = oo  , l’expression  — ou  y'; 

on  aura  donc  alors  a = y'.  Dans  ce  cas  aussi  £ sera  dé- 
terminé par  1 é([ualion  S=y — j'’x,‘dans  laquelle  on 
fera  x = oo  ; or,  si  l’on  ,se  rappelle  que  l’équation  de  la 
tangente  en  un  point  (x,^)  est 

— — x)  ou  n = -t- y--y'x, 

on  reconnaîtra  facilement  que  l’asymptote  d’une  courbe 
plane  est  une  tangente  dont  le  point  de  conUct  avec  la 
courbe  s’éloigne  à une  distance  infinie.  Cette  remarque 
peut  dans  certains  cas  fàciliter  la  recherche  des  asymp- 
totes, puisque,  pour  avoir  leur  équation,  il  suffira  de 
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cherchwce  que  devient  l’équation  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s’éloigne  à l’iuGni.  • 

H2.  Applications  : i".  à la  logarithmique  = a', 


T . O* 

a — lira.  - = liin.  — ; 

JC  X 


et  en  posant 

X -=z  — ao,  a=o,  B=i  lira,  y — lira,  a*  = a"'  = o , 

la  courbe  proposée  aura  donc  pour  asymptote  l’axe  des  x 
dont  elle  s’approche  indéûniment  dn  côté  des  x négatifs. 

On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique  x = at 
a pour  asymptote  l’axe  des ; 


a”,  à l’hvpcrLole  — — ^ — ' > 


V , 

« = lira.  - = lira.  ± - 

X a X 


b X 


C = lira.  (/  — ax')  = lira. 


fl* 


J 


O ; 


il  y a donc  deux  asymptotes  déterminées  par  l’équation. 


3“.  à toute  courbe  dont  l’équation  peut  se  décompo- 
ser en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
homogène  des  variables  ar,  y. 

Soient  w,  n,  etc. , les  degrés  de  cc's  fonctions  homo7 
gènes,  de  sorte  que  l’équation  de  la  courbe  soit 


/(■^.  y)  = - ) ->fx'‘{(-  ’l  + etc.  z=  O, 

\^J  \^J 


les  nombres  «i,  n,  etc. , étant  rangés  par  ordre  de  gran- 
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fleur  ; la  valeur  de  ^ sera  déterminée  par  l’équatiou 


x-FW  + ar«f(j)  + etc.  = o ou  F(f)  + ^ f(s)  +etc.  = o, 

d’où  l’on  tire , en  faisant  x = oo  , etse  rappelant  qu’alors 
r=  a, 

F(.)  = o; 

telle  sera  donc  l’équation  qui  donnera  les  valeurs  de  *. 
Pour  avoir  g,  faisons  dans  l’équation  de  la  courbe 
-h  t,  ce  qvi  donne 


. or  l’on  a,  d’après  un  théorème  connu, 

F(.  + i)=F(,,  + ip.(.  + ^J, 
ou , puisque  F(«)  = o, 


on  aura  donc,  en  substituant, 


et  si , dans  cette  dernière  équation , on  pose  x =r  œ, 
et  par  suite  t = g,  on  en  conclura,  si  F'(a)  et  f(a)  ont 

des  valeurs  finies  did'érentes  de  o. 


I”.  Pour 
a".  Pour 
3”.  Pour 


f«<w—  I , 

n = m — I , 

« ^ — I , 


C = o; 
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Par  conséquent,  à la  valeur  adoptée  de  a.  correspondra^ 
dans  la  première  hypothèse , une  asymptote  passant  par 
l’origine , ou  de  la  forme 


et  dans  la  seconde , une  asymptote  de  la  forme 

f(-) 

y atx  — - : 

^ F'(«)’ 

dans  la'ti'oisième  hypothèse,  l’asymptote  s’éloignant  à 
une  distance  infinie,  disparaît  entièrement. 

Dans  la  première  hypothèse  les  écpialions  = «T, 
F (a)  = O,  donnent  encore  piour  l’équation  des  asympto- 
tes, = o,  ou  jr"*F  ^-y  = o,  desortc  qtiequand  l’é- 

(|uation  de  la  courhe  est  décoiuposablc  en  plusieurs  fonc- 
tions homogènes , et  que  le  degré  ni  de  l’une  d’entre  elles 
surpasse  de  plus  d’une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres, 
non-seulement  toutes  les  asymptotes  passent  par  l’origine, 
mais  elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  que  l’on 
obtient  en  égalant  à o là  fonction 'homogène  du  degré  m. 

Exemple:  Si  l’on' suppose  B’  — 4 AC  > o,  on  recon- 
naîtra qüe  l’hyperhole 

Ax>  -f.  Rrj  -F  = K 

a pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  l’é- 
quation 

Ar  * q- Bxj' -|- Cj'*  = o. 

Dans  la  deuxième  hypothèse , les  asymptotes  sont  don- 
nées par  les  équations 

F(ot)  = o,  = 

les  droites  passant  par  l’origine  et  représentées  par  les 
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équations  F (a)  = o,  y = acx,  ou  par  la  formule 

. \X/  ' ’ 

sont  seulement  parallèles  aux  asymptotes. 

Exe.mple  : 

Daiis  le  folium  de  Descaries,  .r’  — "iaxj  - - o, 

l’asymptote  sera  parallèle  à la  droite  x^  “F JF*  = o»  ou 
X y — O.  Dans  ce  cas,  a = — i ; en  partant  de  cette  . 
valeur  on  trouvera 

I ^ 

et  l’asymptote  aura  déflnitivemcnt  pour  équation 

X=  — X — a. 

Corolltiire.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s’applique 
évidemment  aux  courbes  dont  l’équation  a pour  premier 
membre  un  polynôme  entier.  De  plus,  si  dans  cc  cas  la 
courbi-  a un  centre,  eu  le  prenant  pour  origine  des  coor- 
données, son  équation  ne  devra  contenir  que  des  termes 
de  degré  pair  ou  des  termes  de  degré  impair._Dès-lors  le 
degré  m delà  première  fonction  homogène  surpassera  de 
plus  d’une  unité  le  degré  n de  la  deuxième  fonction,  et 
les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passeront  par  la 
nouvelle  origine.  On  arrive  ainsi  à cc  théorème  remar- 
quable, que  dans  les  courbes  dont  l’éqiiation  est  algé- 
brique, les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passent  , 
généralement  par  le  centre. 

Ces  conclusions  supposent  que  les  quantités  F'(at),  f (a) 
ne  deviennent  ni  nullesni  infinies  : s’il  en  était  autrement 
la  quantité  6 pourrait  obtenir  des  valeurs  diÜérentes  de 
celles  que  nous  lui  avons  assignées;  mais  pour  les  déter- 
.rniner  il  suffit  toujours  de  chercher  la  limite  ou  les  limi- 
tes vers  lesquelles  converge  i pendant  que  x croit  in- 
définiment. 


f(— i)  ■ 3a 
F'(— 1)~  3 ~ 
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T H3.  Certains  points  des  courbes  présentent  des  particu- 
larités remarquables  dépendantes  de  la  position  des  axes 
coordonnés,  ou  inhéreiUes  à la  nature  même  de  la  courbe, 
èt  qu’il  importe  de  mettre  en  évidence.  Remarquons  d’a- 
bord que  , l'équation  d’une  courln;  étant  J (x,  j)  = o,  si 
on  la  résout  par  rapport  à^,  on  en  tirera  une  oy  plusicui-s 
équations  de  la  forme  y = F (j"),  et  chacune  de  celles-ci 
re|)résentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne  dont  les  pro- 
priétés dépendront  de  la  natnredela  fonction  F (x).  Or, 
i°si  cette  fonction  demeure  continue  entre  les  limitas 
x=x„,x=X,  la  ligne  représente^  par  l’équation  y =F(x) 
sera  elle-même  continue  entre  ces  limites:  mais  elle 
pourra  devenir  discontinue,  si  la  fonction  F(x)  offre  des 
solutions  de  continuité,  par  exemple  lorsque  cettq  lonc-  , 
tion  deviendra  infinie  pour  certaines  valeurs  finies  de  x , 
ou  lors<[u’elle  passera  tout-à-<roup  du  réel  à l’imaginaire  v 
ou  lorsqu’elle  changera  brusejuement  de  valeur;  le  pre- 
mier cas  se  présente  dans  l'hyperbole  y = - , le  second 

dans  les  courbes  logarithmiques^=-j|^,y'  = xlx;  le  troi- 
sième dans  la  ligne  déterminée  par  l’équation  v = —7=, 

KX’ 

qui  se  réduit  à _y  = i,.  si  x est  positif,  et  à_y  = — i,  si  x 
est  négatif. 

2”.  Dans  le  cas  où  la  fonction  F(x)et  sa  dérivée F'(x) 
resteront  continues,  les  ordonnées  maxima  etmiuimane 
répondront  qu’à  des  valeurs  de  x propres  à vérifier  l’é-  . 
quation^y' = FYx)  = o;  et  une  valeur  dex  tirée  de  cette 
équation  fournira  ellectivement  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum dans  le  cas  où  la  première  des  dérivées  F" (x) , 
F*  (x)...  qui  cessera  de  s’évanouir, sera  positive  ou  néga- 
tfve,  mais  d’ordre  pair.  Si  au  contraire  certaines  valeurs 
de  X. rendent  la  fonction  discontinue,  elles  pourront  pro- 
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duire  des  inaxima  ou  des  miiiiina  sans  vérifier  l’équation 
F'(x)  = O.. 

, 3°.  La  valeur  numérique  de  la  fonction  F'(x)  repré- 
sente,comme  nousravons  vu,  latani'entc  t ri gonomé trique' 
de  l’angle  que  la  tangente  à la  courbe  fait  avec  l’axe  desx  : 
cette  tangente  sera  donc  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
l’axe  desx,  suivant  i[ue  l’on  auraF'(x)=o  ou  F'(x)=  op. 
Et  si  la  fonction  dérivée  change  brusquement  de  valeur, 
il  en  sera  de  mèim;  de  rinclinaison  de  la  tangente. 

H 4.  On  désigne  exclusivement  sous  le  nom  commun  de 
points  singuliers,  tous  les  points  qui  se  trouvent  situés  sur 
une  courbe,  de  manière  à oll'rir  quelques  particularités  di- 
gnesderemarque,inhérentes.à  lanaturc  de  cesmèmescoui^ 
bcs  , et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coordonnés. 
Ainsi,  i“  si  la  fonction  / (x,  jr')  ne  devient  réellç  que  pour 
unnombrclimitédevaleursdex,  l’équation  J’(x,jr)z=one 
représentera  ipi’un  point  ou  une  suite  de  points  isolés.  Par 
exemple,  l’écpiation  x’  = o ne  représente  qu’un  seul 
point  qui  coïncide  avec  l’origine.  Il  peut  arriver  que  l’é- 
quation = O fournisse  en  meme  temps  un  ou  plu- 

sieurs points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe. 

l"'  Kxemple  : . ■ ' 

— a'),  ' 

2""’  Exemple  .• 

a_r  ’ — bx'  =0. 

2“ Lorsque  la  fonction  y{x,  r).passe  tout-.à-coup  du  réel  .à 
l’imaginaire,  ou  cliange  brusquement  de  valeur,  la  ligne 
que  l’on  -considère  s’arrête  tout-à-coup  en  certains  points 
que  l’on  appelle  points  tF arrêt. 

Exemple:  Les  deux  logarithmes , y=  xlx 

ont  chacune  pour  point  d’arrêt  l’origine  des  eotirdon- 
’nées. 
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La  ligne  J = oll're  deux  points  J’arrèl  situés  sui- 

V/ X* 

l’axe  des  y de  part  et  d’autre  de  l’origine  et  à l’unité  de 
distance. 

3”.  Lorsque  la  fonction  y(x,_y)restantcontinue,  la  déri- 
vée y'  change  brusquement  de  valetir,  les  deux  branches 
de  la  courbe  viennent  sc  réunir  en  un  point  donné , de 
manière  que  leurs  tangentes  forment  entre  elles  un  cer- 
. tain  angle.  Ce  point  s’appelle  un  point  saillant.  Tel  est , 
par  exemple,  le  point  correspondant  à x = o dans  les 
courbes  représentées  par  les  équations 

jr^V'x^,  / = X ai-c  tang  - , 

.-he" 

4“.  Si  les  deux  branches  d’une  même  courbe  s’arrêtent 
en  un  point  donné,  de  manière  à toucher  l’une  etl’aulre 
Une  droite  ou  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s’agit, 
ce  point  sera  ce  qu’on  appelle  un  point  de  rebroussement. 
l.e  rebroussement  sera  de  première  espèce  si  le  demi-axe 
passe  entre  les  deux  branches  de  la  courbe,  et  de  seconde 
espèce  si  le  demi-axe  laisse  les  deux  branches  d’un  même 
côté. 

Exemple  : La  cycloïde  offre  une  infinité  de  points  de 
rehrdussement  de  première  espèce,  tous  situés  sur  l’axe 
des  X , et  correspondant  aux  abscisses 

X = O , X — ± 2»R  = ± 

5°.  On  appelle  points  multiples  ceux  auxquels  viennent  se 
rencontrer  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui  ne 
s’arrêtent  pas  toutes  à ces  mêmes  points,  ou  auxquels 
aboutissent , pour  s’y  arrêter,  au  moins  trois  branches 
différentes. 

T.  I.  i4 
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Exemple  : 1-a  courbe  j’  = x’(i  — x')  est  formée 
de  deux  branches  qui  se  croisent  à l’origiBc  en  toucliaiit 
les  droites  J'  = — x ,y  — x. 

2"’''  Exemple  : La  courbe  j’  = .r^(i  — x’)  est  formée 
de  deux  branches  tangentes  toutes  deux  à 1 axe  des  x. 
L’origine  des  coordonnées  est  pour  ces  deux  courbes  un 
point  multiple. 

6".  Lorsqu'en  un  certain  point  la  courbe  et  la  tangente 
se  traversent  mutuellement,  ce  point  est  ce  qu’on  nomme 
un  point  d'inflexion. 

1 15.  Telles  sont  les  six  espèces  de  points  singuliers  que 
peuvent  présenter  les  courbes  algébriques  et  transcendan- 
tes. On  peut  souvent  les  mettre  en  évidence  et  reconnaître 
leur  nature  à l’aide  des  conditions  analytiques  suivantes. 
Nous  exclurons  d’abord  le  cas  où  l’un  des  coeflicientsdilVé- 
rentiels  serait  infini. 

Théorème  i'L  Si  un  point  M,  dans  le  voisinage  du- 
quel la  fonction  u = /(x,  j)  et  ses  dérivées  du  premier 

ordre  — restent  finies  et  continues,  est  dans  la  courbe 
dx  d y 

représentée  par  l’équation  n=/(x,  j)  = o,  un  point  isolé 
ou  un  point  d’arrêt,  ou  rm  point  saillant,  on  un  point 
de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce,  les 
coordonnées  de  ce  point  devront  vérifier  les  deux  équa- 

. du  du 

lions  -r  = ”• 

dx  dy 

Z)(vnons/rat/o/t.  Dans  ces  quatre  hypothèses,  on  pourra 
par  le  point  M faire  passer  un  nombre  indéfini  de 
droites  PP'  telles  que  dans  le  voisinage  de  cæ  point,  on 
ne  puisse  trouver  d’un  côté  au  moins  de  cette  droite 
(yî^.4,  5,  6,  7),  ou  même  des  deux  côté&(Jig.  3),  au- 
cun point  qui  appartienne  .à  la  courbe  dont  il  s’agit. 
En  conséquence,  deux  points  situés  sur  cette  droite,  de 
part  et  d’autre  du  point  M , pouvant  être  joints  l’un  à 
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l'autre  par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui  ne  rencontre 
pas  la  première  AB  dorrt  l’équation  est  u=-f  (x^y)  — o, 
les  valeurs  de  u correspondantes  à ces  deux  points  seront 
nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  En  efl'et, 
pendant  que  l’on  passe  du  point  P au  point  Q,  sur  la 
courbe  PQ,  la  foirction  (.r,  ^)cpre  l’on  suppose  con- 

tinue, ne  pourrait  pas  changer  de  signe  sans  s’évanouir- 
or  elle  ne  peut  pas  s’évanouir  puis({ue  la  courbe  PQ  ne 
rencontre  pas  la  courbe  AMB  dont  les  coordonnées  véri- 
lient  seules,  par  hypothèse,  l’équation  ii—  f(^x,y)  = Q, 
donc  elle  ne  changera  pas  de  signe.  Cela  posé,  la  fonction 
u = f {x,y),  variable  d’un  pointé  l’autre  sur  la  droite 
P.MQ,  fpii  s’évanouit  au  point  M,  et  conserve  le  même 
signe  en  P et  en  Qde  part  et  d’autre  de  ce  point,  sera  iié*- 
cessai renient  en  ce  point  un  maximum  ou  un  minimum, 
suivant  que  les  valeurs  de  u en  P et  en  Q seront  négatives 
ou  positives.  Dans  les  deux  cas  on  devra  avoir 


ou 


r/u=~rlr-h'^rO-  = o, 

d.T  dr 


du  du  dy 

dx  dy  dx 


D’un  autre  côté,  en-appelanta  la  tangente  de  l’angle  que  la 
•droite  arbitraire  PMQ  fait  avec  les  axes,  sou  équation, 
à laquelle  devront  satisfaire  les  coordonnées  x,  /<lu  point 
M,  sera  y = ax  i,  d’où  l’on  tirera 


on  aura  donc  en  substituant 


du  du 
J ' 

et  parce  que  cette  dernière  équation  devra  subsister  pour 

i4.  . 
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un  iionibie  iiirléterininé  d»:  valeurs  de  a,  il  iaudi-a  né- 
eessairemeiit  cjue  l’Oii  ait 

du  du 

r dx~°‘  ^ ~ 

Les  mord  on  nées  des  jtoints  isolés,  des  points  d’arrêts , de* 
points  saillants  et  des  points  de  rebroussement  devront 
dune  satisfaire  à la  fois  aux  trois  équations 


H = O, 


du  du 


De  deux  de  ees  équations  on  tirera  les  valeurs  de  x et 
de  J-,  pour  les  substituer  dans  la  troisième.  Si  un  couple 
de  valeurs  x = x„,  vérifie  à la  fois  ees  trois  équa- 

tions, le  point  correspondant , ou  qui  aurait  x„  et  j'g  pour 
coordonnées,  pourra  être,  mais  ne  sera  pas  toujours  tui 
jioint  singulier. 

116.  Pour  reconnaître  la  nature  dcce  point,  remarquons 
d’abord  que  l’équation  différentielle  première 


djr  dx 


du 

dx 


O, 


devenant  identique  quand  il  s’agit  d’un  des  quatre  points 
.singuliers  dont  il  est  question  dans  le  théorème  pré- 
cédent, il  faudra,  pour  obtenir  la  tangente  de  l’angle» 
que  la  touchante  à la  courbe  fait  avec  les  axes,  recourir 
à l’équation  difl’érentielle  du  second  ordre,  laquelle,  à 

, " 1 • • / J • . 

cause  des  conditions  — = o,  = o,  se  réduit  a 
dx  dy 

d'u  / djr\^  d^u  dy  d’u  

dy’\dx)  dxdy  dx  dx' 

Supposons  encore  que  l’on  ait  ramené  à la  formejy^  = F(x) 
l’équation  de  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  se  trouve 
le  point  singulier  dont  on  veut  connaître  la  nature. 
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Uès-loi's,  I.  Le  pointjè  = 

i”  si  les  deux  ordonnées  F (j-„+/j),  F(a'„  — h)  sont  toutes 
deux  imaginaires;  2°  si  à ec  ppint  la  eourbc  u’a  point  de 
tangente,  ee  qui  exige  que  l’on  ait  * • 


si  l’on  n'a  pas 

d'u 

dÿ^ 

11.  Le  pointx  = un  point  d’ari-èt,  1“  si 

l’une  seulcmen  t des  cooi-données  F h) , F — //)  est. 
imaginaire  ; 2”  si  la  courbe  en* ce  point  n’a  qu’une  tangente, 
ct,si  par  conséquent  les  coordonnées  de  ce  jioint  vérifient 
d'a  •' 


/ d’u 
V <{xdy 

Y d ’u  d ’u 

) Si  » d^  ^ 

——  /-V 

fi^tt  d^a 

— U , 

d.rdy  * dæ^ 

l'équation 


ni.  Le  pointj:=x,„  j=j^„sera  un  point  saillant,  i^si  à 
chacune  des  abscis.ses  x=x„-{-h,  x-=^x„ — ’h  réj)ond  uni^ 
.seule  ordonnée  très  peu  dillérente  de  , ou  si  à l’une  de 
ces  abscisses  répondent  seulement  deux  ordonnées  scnsi- 
blcmcnlégales  àj^„;2“si  la  courbe  au  pointx,,,  a réel- 
lement deux  tangentes,  ee  qui  exige  tpie  l’on  ait  « 


dxdr  ) djc’  djr  ‘ ^ 


IV.  Enfin,  le  point  ne  pourra  être  un  point  de 

rebroussemeitl  qu’autant  que  la  première  condition  exigée 
pour  le  point  saillant  étant  remplie,  les  deux  tangentes 
en  ee  point  coïncideront  en  une  seule,  ce  tpii  ne  peut  avoir 
lieu  sans  qu’on  ait 


dxdr  ! 


d'ii  d'u 
dx  ‘ ilr' 


1 I7.Théouè.vie2""'.  Si  la  courbe  ri'présentcc  pat  l'écpia- 
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lion  U =s=  =o  offre  un  point  mulliple,  c’est-à-dire 

un  point  dans  lequel  se  réunissent,  sans  s’y  arrêter,  deux 

branches  de  la  courbe , ou  trois  branches  au  moins  pour 

s’y  arrêter,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  encore 

...  du  du 

les  équations  — = o,  — = o. 

Dénions! ration.  En  effet,  considérons  (Jig.  8)  deux 
branches  de  courbe  qui  se  réunissent  au  point  M , et  cou- 
pons ces  deux  branches  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
une  droite  PQ  qui  fasse  avec  l’axe  des  x un  angle  quelcon- 
que dont  la  tangente  soit  a,  et  qui  ait  pour  équation 

' J è=^ax  + b-, 

si  X et -y  sont  les  coordonnées  du  point  P,  celles  du  pojnt 
Q pourront  être  représentées  par  x -|-  Ar  = x -J-  suix^ 
y-\-^y=y-\-ixdy,  de  sorte  que  l’équation  «=y(x, 
devra  être  satisfaite  à la  fois  et  par  x,  _y  et  par  x -|-  Ax, 
y -f-  ùy.  Mais  si  dans  u on  change  x en  x -J-  Ar,  en 
y -P  ùiy,  Il  devient  u *+-  Au;  on  aura  donc  à la  fois , et 
quel  que  soit  Ax,  u 3=  o,  u -J-  Au  = o,  d’où  Au  = o , 

et  par  conséquent  du  = lim.  — = o,  ou 

I 

A .du  . du  dy 

= ^ + = 

mais  les  cooidonnéesx,  _y,  satisfaisant  à l'équation 
y ~ ax.  b, 

on  a 

dx  ~ ’ 


on  aiua  donc  aussi 


(la  (lu 
dx^"-dr= 
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ot  cela  quel  que  soit  a,  ce  qui  entraîne  les  deux  équations 
du  du 

' ■ di~°' 

donc,  etc. 

ScoUe.Si  troisbranches  delà  courbe  venaient  à se  réunir 
au  point  M , la  droite  PQ  couperait  la  courbe  en  trois  points 
dont  les  coordonnées  pourraient  être  représentées  par 

■r.  r;  .r-t-A.r;  j + aix+â'j:, 

On  devrait  donc  avoir,  (juel  que  fût  a,  non-seulement 
« = O , A«  = O,  mais  A’h  = o,  d’où  du  = o,  tl'u  = o , 

' du  du 
dx  dy 

d'u  d'u  d^u 

Or  ces  équations  ne  peuvent  subsister  qu'aulant  qu’on 
aura  à la  fois 


du 


du 


d^u 


d'u 


kr~®’ 


dx'  ® ’ dxdy 


d 'u 


En  général,  on  démontrera  de  la  même  manière  (pic  la 
réunion  de  n branches ’dc  courbe  au  point  multiple  M, 
entraîne  les  conditions 


du 

dx  = ^' 

d'u 

dx  ’ 


du 

dy  ~ ‘ 
d'u 
dxdy 


d'u 

o.  :r^  = o> 
dy' 


d"~'u  d''~'u  d"  'u 

dx"~'  ' dx"~'dy  ’ dy'‘~'  ’ 

atixqiiellesdevront  satisfaire  les  coordonnées  a:,  y du  point 
' multiple  m. 
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H8.  Théorème  ü"“'.  Les  coordonnées  d’uu  poinl  d’in- 

flexion  devront  toujours  vérifier  l’equation  = o. 

Démonstration.  Supposons  que  l’équàtion  de  la  courbe 
ait  été  mise  sous  la  forme  F (x),  la  différence  d entre 
les  ordonnées 

= F(x  + h)  = F(x)  + AF'  (x)  + ~ 

I . a 

A" 

-\ 

1.2.3.../» 

Il  ~ y r'h  = F(x)  -l-  AF'(j:), 

de  la  courbe  et  de  la  tant;ente  qui  répondent  à l'al/scisse 
x-\-  h,  est  donnée  par  l’équation 

F-W+  .^3F-(xH-...+  ^, 


F''(x)... 

F^")  (x  + 0 A), 


Quand  /»  est  ü'ès  petit,  le  premier  terme  l’empoi-tc  sur  la 
somme  de  tous  les  autres,  et  par  consécjucnt,  entre  les  abs- 
cisses X etx  -I-  /»,  J'ordonnée  de  la  courbe  sera  coiislain- 
ment  supérieure  ou  constamment  inférieure  à celle  de  la 
tangente,  suivant  c|ue  la  dérivée  seconde  F"(x)  sera,  dans 
ce  même  intervalle,  constamment  positive  ou  conslam- 
inetit  négative.  De  plus  , la  tangente  et  la  courbe  se  tra- 
verseront au  point  (x,  j)  qui , dans  ce  cas,  dev  iendra  un 
point  d’inflexion,  lorsque  dans  le  passage  de  x — hhx-\-h, 
F"(x)  changera  désigné.  Or  si  la  foiictionj^  = F(x)  reste 
continue,  ainsi  que  scs  dérivées  successives,  dans  le  voi- 
sinage du  point  (x,  y),  F"(x)  ne  pourra  changer  de  signe 
sans  s’év  anouir  ; les  coordonnées  d’un  point  d'inflexion  vé- 
rifieront donc , dans  cette  hypothèse,  l'équation  F"(x)=o.' 
Pour  que  la  dill’érence  d change  réellement  de  signe,  il 
faudra  en  outre  évidemment  que  di;s  dérivées  successives 
F'*(x),  F*'(x),  etc.,  celle  qui  la  première  ce.ssera  de  s'éva- 
nouir soit  une  dérivée  d'ordri-  impair.  Ainsi  pour  trouver 
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les  points  d’ilillexion  , on  cherchera  les  racines  communes 
aux  deux  équations  y = F (x),  F"(x)=o;  ou  f(x,j)  — o, 
y"  = O. Lin  système  de  valeurs  x.-=Xai  y—yai 
équations,  répondra  réellement  à un  semblable  point,  si 
la  première  des  dérivées  qui  ne  devient  pas  nulle  pour 
est  une  dérivée  d’ordre  impair. 

119.  Dans  cette  discussion  nous  avons  toujours  suppo.sé 

que  y'  = ^ ne  devenait  pas  infini  ou  ipie  la  taiif^ente 

n'était  pas  perpendiculaire  à l’axe  des  x.  Si  le  cas  se  pré- 
sentait, il  serait  facile  de  déterminer  la  nature  du  jioint 
dont  les  coordonnccsx=Xo,_y'=y'o  satisferaient  à l’équa- 
tion^ = 00.  En  effet,  dans  cette  hypiithèse,  les  deux 

quantités  F (Xo  -I-  h)  et  F (x„  — h)  peuvent  être  toutes 
deux  réelles,  ou  l’une  réelle  et  l’autre  imaginaire. 

I.  Si  toutes  deux  sont  réelles  et  toutes  deux  plus  gran- 
des ou  plus  petites  que  F(Xo),  le  point  en  question  sera 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  \ si  l’une 
est  plus  grande  et  l’autre  plus  petite  que  F (x„),  le  point 
sera  un  point  d’inflexion; 

II.  Si  l’une  de  ces  quantités,  par  exemple  F(Xq  — /i), 
est  réelle  et  l’autre  imaginaire  , alors,  si  F (Xo — h)  a 
une  seule  valeur,  le  point  sera  un  point  d’arrêt;  a"  si 
F (x„  — /t)  a deux  valeurs,  toutes  deux  plus  grandes  ou 
toutes  deux  plus  petites  cjueF  (x„),  le  point  sera  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce;  3“  si  l’nne  des  va- 
leurs de  F (x^  — h)  est  plus  grande  et  l’autre  plus' petite 
que  F(Xq),  le  point  dont  il  s’agit  sera  une  simple  limite 
de  la  courbe  ; 

III.  Enfin,  si  runc  des  quantités  F(x„-f-/i) , F(x„ — //) 
ou  toutes  deux  avaient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs,  le  point  en  question  s«;rait  en  général  à la  fois  et 
nu  point  multiple  et  un  point  d’inflexion. 
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En  résumé,  ou  oblieudra  les  coordonnées  des  points 
singuliers  des  courbes,  en  cherchant  dans  quels  cas  les 
coefficients  différentiels  deviennent  nuis , ou  infinis,  ou 
On  assignera  l’espèce  du  point,  i°  en  examinant  combien 
il  y passe  de  branches  de  la  courbe,  et  si  elle*  s’étendent 
ou  non,  en-deçà  et  au-delà;  en  déterminant  la  posi- 
tion de  la  tangente  ou  des  tangentes  correspondantes  en 
ce  point. 


Digilized  by  GoogI 


VIMGT'UEtXlKMË  LKÇüA. 


219 


VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

é 


Moyen  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  sa  concâTité  ou  sa  con« 
Teiitê  vers  les  axes  des  coordonnées.  Analyse  d'une  courbe  ou  discus* 
sion  de  son  équation.  — DifTéreutielIe  de  Parc  d\inc  courbe. 


120.  Il  est  quelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une 
courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
des  coordonnées,  or  l’on  peut  donner  à ce  sujet  des  rè- 
gles génét-ales  et  d’une  application  facile. 

* Il  est  certain  d’abord  que  si  la  fonction^  = F (x),  et 
sa  dérivée = F'(x)  restent  l’une  et  l’autre  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  abscisses 
de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joindra  ces  deux 
points  sera  parallèle  à l’une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe. 

En  eüet , si  l’on  représente  par  x et  x-I-Ax  les  abscisses 
des  deux  pc^ts  dont  il  s’agit , on  aura 

V ^ F>(x  -H 6^x). 

AX  AX  ^ 

I 

Av 

Or  “ est  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x 

la  corde  qui  uni  lies  deux  points  (x,  jr),  (x-I-Ax,j-|-Aj^); 
F'(x  -f-  ôAx)  est  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  le 
même  axe  la  touchante  à la  courbe , menée  par  le  point  in- 
termédiaire qui  aurait  pour  abscisse  .r  6A.r  ; la  sécante 


» 
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est  doue  parallèle  à l’une  des  taiiçtentes  intermédiaires. 

121 . On  dit<{u  une  courbe  ou  portion  de  courbe  est  con- 
vexe entre  deux  points  donnes,  lorsfpie,  entre  ces  points, 
elle  ne  peut  être  rencontrée  plus  de  deux  fois  par  une 
même  droite.  Or  une  courbe  sera  convexe  toutes  les  fois 
que  l'ordonnée  et  sa  dérivée  y'  seront  deux  fonctions 
continues  de  l'abscisse  j:,  dont  la  seconde  croisse  ou  dé- 
croisse constamment  tandisque  l’abscisse  augmente.  En  ef- 
fet , si  (/ig.  9)  elle  pouvait  être  coupée  par  unedroite  en 
trois,  points  dilféi’ents  M,  N,  P,  on  pourrait,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire , mener  deux  tangentes  parallèles 
à cette  droite  par  deux  certains  points  ni,  n,  situés  l'un 
entre  les  points  M et  IN  , l’autre  entre  les  points  M etP, 
et  par  consécjucnt^'  reprendrait  au  point  n la  même  va- 
leur qu'au  point  /n,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Au  contraire,  il  est  clair  qu’une  courbe  qui  renferme 
un  point  d'inllexioii  ne  saurait  être  convexe.  En  elfet, 
après  avoir  tracé  (Jig-  io)la  tangente  qui  passe  par  le  point* 
d'inflexion  M,  menons  de  ce  point  à deux  points  IN  et  P, 
les  rayons  vecteurs  Mi\,  MP,  l’un  au-dessus,  l’autre 
au-dessous  de  la  tangente  ; celui  de  ces  rayons  MA  qui 
fait  le  plus  petit  angle  avec  la  tangente  passera  évidem- 
ment, si  on  le  prolonge,  entre  la  tangente  et  l’autre 
rayon,  et  rencontrera  de  nouveau  la  courbe  eu  un  point 
n;  cette  droite  MA  aura  donc  trois  points^e  commun 
avec  la  courbe  qui,  par  suite,  ne  sera  pas  convexe. 

122.  Il  suit  encore  des  principes  ci-dessus  établis,  que 
pour  décider  si  une  courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  con- 
cavité vers  l’axe  des  x,  en  un  point  pour  lequel  y et  y' ob- 
tiennent des  valeurs  diÜ'érentes de  zéro,  il  suflit  d’exami- 
ner si  ces  valeurs  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de 
signes  onitraii-es;  c’est-à-dire  si  le  produit  y y"  est  positif 
ou  négatif.  En  ellél , en  supposant  fi  très  petit  la  ditVé- 
rence  5 entre  l'ordonnée  de  la  tourbe  et  ccIIr  île  la  tan- 
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tïciile  est  (il”  1 IH)  de  même  si^iie  que  y",  üi'  pour  <jiie  la 
rourbe  tourne  sa  eonvexité  vers  l’axe  des  .r,  il  faut,  i"  si  y 
est  positif  que  la  courbe  soit  au-dessus  de  sa  tangente  ou 
c|ue  d et_y"  soient  positifs  ; a"  si  y est  négatif,  que  la  courbe 
soi  t au-dessous  de  sa  tangente  ou  que  d et  y"  soient  négatifs  : 
au  contraire,  pour  qu’une  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
l’axe  des  x,  il  faut,  suivant  quej'  est  négatif  ou  positif, 
((ue  la  courbe  soit  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa 
tangente,  c’est-à-dire  que  d et  y"  soient  positifs  dans  le 
premier  cas  et  négatifs  dans  le  second.  Donc,  etc. 

123.  Quand  ou  veutfaire  l’analyse  d’une  courbe  donnée 
par  l’équation  f (^x , y)  = o , examiner  sa  nature,  ses  pro- 
priétés, etc.,  il  faut,  i”  clicrchcr  les  points  où  élle  rencon- 
tre les  axes;  2“  quand  on  le  peut,  résoudre  l’éipiation  pour 
en  tirer  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonnc_y  = b’(x)  , 
y = f(x);  chacune  de  ces  dernières  équations  représen- 
tera une  branche  de  la  courbe  donnée  : il  faut  au  moins 
déterminer  autant  tpie  possible  combien  de  valeurs  dc_y 
répondent  à ehaque  valeur  de  x , ou  combien  de  valeurs 
de  X répondent  à chaque  valeur  de_y  ; 3”  examiner  entre 
fpielles  limites  les  coordonnées  sont  réelles,  et  si  la  courbe 
ades branches  infinies  ; 4”  calculer,  en  prenant  la  dérivée, 
l'angle  que  la  tangente  fait  en  général  avec  les  axes,  fixer 
les  points  où  cette  tangente  est  horizontale  ou  verticale, 
s’il  y a des  maxima  ou  des  minima;  5®  trouver  s’il  y a des 
asymptotes  et  quelle  est  leur  équation  ; 6“  voir  enfin  si  elle 
admet  des  points  singuliers,  et  de  quelle  nature  ils  .sont. 

Exemple  : Discuter  la  courbe 

y*  — 3<zry  -)-  x*  = o. 

Cette  courbe  ( yîg;.  1 1)  s’appelle  le  folium  de  Descartes  ; 

I®  elle  rencontre  les  axes  à l’origine  seulement  ; 2®  à chaque 

--  8 

valeur  positive  de  x,  depuis  x = o jusqu’à  x = a ré- 

8 

pondent  tr»is  valeurs  de  l’ordonnée  y ; depuis  x = a 
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jusqu'à  X = 00,  une  seule  des  valeui's  de_y  est  réelle,  les 
deux  autres  sont  imaginaires;  cnün,  à chaque  valeur  né- 
gative de  X répond  une  seule  valeur  positive  de  y,  qui 
croit  indéfiniment  avec  x : 3“  la  courbe  a deux  branches 
infinies,  situées  l’une  au-dessous,  l’autre  au-dessus  de 
l’axe  des  x : 4“  la  tangente  en  un  point  quelconque  fait, 
avec  l’axe  desx,  un  angle  r déterminé  par  l’équation 

' a Y — J* 

tangT=-'  ; 

r ’ — ax 

la  tangente  est  horizontale  à l’origine  et  au  point  qui  a 

pour  coordonnées  x — a I/4  » J = a V^a  : cette  dernière 
ordonnée  est  un  maximum;  la  tangente  est  verticale  à l’o- 

i > _ 

rigine  et  au  point  x = a \/^,  r = a h^a  : 5°  la  courbe  a , 
comme  noOs  l’avons  déjà  prouvé,  une  asymptote  dont  l’é- 
quation est  — X — a ; 6”  l’origine  est  un  point  dou- 
ble; les  deux  tangentes  en  ce  point  sont  l’une  verticale, 
l’antre  horizontale:  si  l’on  prenait  pour  axes  des  coor- 

données une  parallèle  et  une  perpendiculaire  à l’asymp- 
tote menée  par  l’origine,  l’équation  de  la  courbe  devien- 
drait 

-f-  3x  1 = 3ax*  — 

à chaque  valeur  de  x ré|)OBdraîent  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signe  contraire;  l’axe  des  x serait  un  axe 
principal. 

2'”''  Exemple  : Discuter  la  courbe 

— gfia’j-’  -f-  toofl'x’  — X*  = o. 

Cette  éourbe  (yi,g.  1 2),  1"  rencontre  l’axe  des  x à l’ori- 
gine et  aux  points  jr  = ±:  a U^io,  l’axe  des^'  à l’origine 
et  aux  pointsy  =±:4«  2»  En' résolvant,  par  rap- 
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port  à J',  on  trouve 

y =zh\^  4^’  — V^(-^  — 6fl)(j:+6<j)(j:  — 8a)(x-|-8a)  : 

3°.  Depuis  X = O jusqu’à  x = 6a,  à chaque  valeur  de 
X répondent  quatre  valeurs  àe,  y égales  deux  à deux,  et 
de  signes  cf)iitraires  ; depuis  x — 6a  jusqu'à  x = 8a, 
l’ordonnée  est  imaginaire;  la  courbe  n’a  qu’un  point 
dans  cet  intervalle;  depuis  x = 8a  justju’à  x = loa, 
l’ordonnée  reprend  quatre  valeurs  réelles  ; enfin , depuis 
X = loa  jusqu’à  x = oo,  deux  seulement  des  valeurs  de 
Y sont  réelles;  la  courbe  s’étend  à l'infiui  au-dessus  et 
au-tlessous  de  l’axe  des  x ; elle  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  qui  sont  des  axes  principaux;  la  portion  à gau- 
che est  entièrement  semblable  à la  portion  située  à droite  : 
4”.  I-a  touchante,  en  un  point  quelconque,  fait  avec 
l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 

rfr  _ x*  — 5oa*x 
rfx  y^—^6a*jr 

Au  point  X = O,  y = , la  tangente  est  hori- 

zontale; elle  est  verticale  aux  huit  points  qui  ont  pour 
coordonnées 

x=-|-6a,  ,r=±4'*h^>  x = — 6«,  >-=:zt4“\/3, 

x=4-8o,  7 = ±jaV/3;  x= — 8a,  y"  =±4“V^  : 

5".  La  courbe  a deux  asymptotes  pa.ssant  par  l’origine, 
qui  est  son  centre,  et  dont  les  équations  sont  = x, 
y =■  — X.  De  sorte  que  leur  position  est  indépendante  de 
la  constante  ou  du  paramètre  a : 6°  l’origine  est  un  point 
double;  à ce  point  la  courbe  est  touchée  par  deux  droi- 
tes faisant  avec  l’axe  des  x des  angles  dont  les  tangentes 
trigonométriques  sont  respectivement  égales  à -I-  l/fî 
i la  courbe  a,  de  plus,  quatre  points  d’inflexion 
qui-sont  clairement  indiqués  par  la  marche  de  ses  bran- 
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rhcs  ; mais  il  sérail  tlillicile  de  déterminer  leurs  cooi-don- 
nées,  à cause  du  degré  élevé  de  Tétpiatiou  dont  elles  sont 
racines. 

3"“'  Exemple  : Discuter  l'équation 

y = h c {x  — ap  ; 

déterminer  sa  nature  et  ses  points  singuliers  suivant  que 
m sera  un  nomhre  pair  in , ou  un  nombre  impair  an  1 ; 
ou  une  fraction  de  dénominalc'ur  pair  et  de  numérateui- 

impair  ~ ; ou'une  fraction  de  numérateur  pair  et 

de  dénominateur  impair — , ou  enfin  une  fraction 

- dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  à la 
ap  + i 

fois  impairs.  , 

4""'  Exemple  : Discuter  la  courbe 

. — X't  + ihx'  y — o. 

Cette  courbe  i3)  est  formée  de  deux  parties  situées 

l'une  au-tlessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x,  et  sv- 
métriques  par  rapport  à l'axe  des  y 5 la  première  branche 
touche  à l'origiue  l'axe  des  x,  la  seconde  a pour  tan- 
gente l’axe  des  l’origine  est  pour  la  courbe  un  point 
triple,  et  pour  la  branche  inférieure  un  point  de  re- 
broussement; l’ime  et  l’autre  partie  ont  pour  asymptotes 
les  deux  droites 

_ _h  _ _ _’é 

qui  rencontrent  l’axe  des  / au  même  point  et  font,  avec 
l’axe  des  X,  un  angle  de  45". 

Exemple  ; Discuter  la  courbe 

y*  -|-  — lay^  — lbx*y  — o. 

L’origine  est  { fig.  i4),pour  cette  courbe,  un  point  triple. 
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6"*'  Exemple.  Disculer  la  courbe 

2.r’^'  -f-X-*  — (ià.rj'*  — 7.ax^  + 2rt*x*  = o i5). 
L’oripine  et  le  point  ^=o,  j:=a  sonldcux  points  doubles. 

124.  L’arc  s d’une  courbe  f (x,jr)  = o,  ou  j'=F ( x), 
compte  à partir  d’un  point  fixe  qtielconquc  A jusqu’au 
point  -M,  est  évidenunent  une  fonction  de  l’abscisse  de 
ce  point.  Ceuc  fonction , comme  nous  le  verrons  par  la 
suite , est  très  difücile  à déterminer  : on  n’y  parvient  que 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas;  mais  il  n’en  est  pas 
ainsi  de  sa  différentielle,  que  l’ou  obtient  très  facilement 
et  dans  tous  les  cas  possibles.  En  effet , considérons  sur  la 
çourbe  (Jtg.  i6)  un  deuxième  point  M'  dontl’ab.scisse  soit 
,r+ Ajr,  MM'  = Af  sera  l’accroissement  de  l’arc  AM  = j; 
on  pourra  d’ailleurs  prendre  Aar  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervalle  la  fonctioif  dérivée  y'  = i'*-’ 

changeant  pas  de  signe , l’arc  MM'  soit  convexe. 

Cela  posé,  menons  la  tangente  au  point  M,  elle  fera 
avec  l’axe  des  x lui  angle  NMQ  = t dont  la  tangente 
trigonométrique,  le  sinus  et  le  cosinus  sont 

, ! 

.Prolongeons  enfin  cette  tangente  jusqu’à  ce  quelle  ren- 
coiilrc_  en  N l’ordonnée  M'P',  prolongée  s’il  est  néce.s- 
saire.  L’arc  convexe  M/nM"est  plus  grand  que  la  corde 
MM' et  plus  petit  que  la  ligne  envelopjMnte  MNM';  on  a 
donc  , 

MflfM'>MM',  M/nM'<MN +NM'.  , 

Or 

MN  = = « 1/7+7-.  , 

NM'  = NQ  — M'Q  = MQ  tangNMQ  — M'Q  = — A.r; 

on  aura  dor.c,  en  substituant, 

AJ  v/ AX*+Ay’,  if  <'  A-r^/ 1 q-  » 'ax  • — A;i-, 

r.  I.  i5 
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et  par  suite 


AX  V \Axy  AX  ^ AX 

A la  limite,  les  seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  de- 
viennent égaux  entre  eux  et  égaux  à 


on  aura  donc  aussi 

dt  — dx  \/ 1 -\-ÿ^  = 

Telle  est  donc  la  différentielle  de  l'arc  d’tme  courbe  cpiel- 
conque,  considéré  comme  fonction  de  X.  Mais  ce  que  nous 
venons  de  trouver  n’est  que  la  valeur  absolue  de  ou  de 

en  effet,  i -hy''  est  une  quantité  essentiellement 

positive,  tandis  que  ^ sera  positif  ou  négatif  suivant  que 

l’arc  croîtra  pu  décroîtra  quand  l’abscisse  augmentera , 
c’est-à-dire  suivant  que  les  arcs  seront  comptés  dans  le 
sens  des  x positifs  ou  dans  le  sens  des  x négatifs  ; on  devra 
donc  écrire  généralement 


^ ds=dc.  \/^dx’-i~djr*, 

dx  * 

et  l’on  prendra  le  signe  -4- , si  l’arc  croît  avec  l’abscisse , 

le  signe  — dans  le  cas  contraire. 

Cerollaire  i".  D’après  ce  que  nous  venons  de  voir, 

lim.  *— — = 1 ; il  est  donc  vrai  de  dire  que  lors- 

V^AX*-4-A/* 

qu’tm  arc  de  courbe  devient  infiniment  petit,  le  rapport 
de  cct  arc  Ai  à sa  corde  V^Ar*  -f-  Ay'  devient  égal  à Tu- 
nité.  • 

Coro/lairy  2”'.  Désignons  para,  6 les  angles  for- 
més avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  la 
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Ujigente  prolongée  dam  le  sens  dé  la  corde  MM',  on  aura 

AX  , A/ 


COS  a.  = lira 


ou 


cos«t  = 


cos  C=  lira. 


cos  C — 


\/ Ax’-f-Aj^*  ’ 

dy  ■ 

\/ dx*  -^djr* 


si  dans  ces  équations  on.  substitue  au  radical  V^cLxi'  + dy* 
sa  valeur  ± ds , on  trouvera 


cos  • = : 


dx 

ds' 


cosC=±^: 

ds 


on  devra  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — suivant  que 
la  tangente  aura  été  prolongée  dans  le  même  sem  que 
l’arc  s , ou  en  sens  contraire.  En  effet,  si  la  tangente  est 
prolongée  dans  le  sens  de  l’arc,  cosa  sera  positif  si  l’arc 
croît  et  décroît  avec  l’abscisse,  négaûf  dans  le  cas  con- 


. dx 


traire.  Mais-j,  comme  nous  l’avons  dit,  est  aussi  positif 

dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second^  on  a donc 
toujours  dans  cette  hypothèse 


dx 


cos»  = 


— , et  par  suite 


cosC  = 

ds 


Au  contraire,  si  la  tangente  est  prolongée  en  sens  con- 
trai i-e  de  l’arc,  cos  sera  négatif  si  l’an:  croît  et  décroît 

avec  l’abscisse , positif  dam  le  cas  contraire  ; mais  ~ est 

positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second;  on  de- 
vra donc  prendre 

dx  . , dr 

cosa=— -p,  et  par  suite  cos  C =i  — . . 

ds  ds 


ID. 
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« 

Oc  la  courbure , du  rayon  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane. 


12(ï.  Soit  R le  rayon  d’un  cercle  qui  ( fîg.  ry)  louclie 


la  droite  AB  au  point  M.  Si  le  rapport  — diminue,  c’est- 


à-dire  si  le  rayon  R augmente,  la  portion  de  la  circon- 
férence (pii  avoisine  le  point  de  contact  s’approchera  sans 
cesse  de  la  droite  AB,  sa  courbure  diminuera  ; cette  cour- 
bure serait  même  sensiblement  nulle  et  le  cci-cle  se  con- 
fondrait sensiblement  avec’la  droite  AB  si  le  rayon  R était 


très  grand,  ou  le  rapport  ^ sensiblement  nul.  Au  con- 

• • K 


traire,  si  ^ augmente  ou  si  le  rayon  diminue,  la  courbure 

du  cercle  augmentera,  il  s’éloignera  de  la  droite.  La  cour- 
bure d’un  cercle  augmente  donc  ou  diminue  en  même 

temps  (pie  le  rapport  dès-lors'  il  est  naturel  de  pren- 
dre ce  rapport  pour  la  mesure  de  la  courbure. 

Soient  d’ailleurs  les  coordonnées  d’un  point  (piel- 
conque  M du  cercle  ; r l’inclinaison  de  la  tangente  en  ce 
point  ; s l’arc  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point 
enfin  Ax,  Ay,  Ar,  A?  les  accroissements  (jue  prennent 
ces  diverses  variables  quand  on  passe  du  point  (x,  y)  k un- 
second  point  M'  ou  (x-H  Ax,  y -4-  Ay)  assez  rapproché 
pour  que  l’inclinaisrtn  croisse  ou  décroisse  toujours  dans 
l’intervalle  de  x à x -4-  Ax. 
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Cela  posé,  si  {Jig.  * 8)  nous  menons  la  tangente  au  point 
M'  et  les  deux  rayons  CM,  CM',  on  aura  immédiatement 

MM'  = ±af,  T'NM' =MCM' =±.iT; 

et  puisque  l’are  est  proportionnel  à l’angle  au  centre 

Ar^±RAr,  ^ = ±-, 


la  courburcr  d’un  eerelc  mesurée  par  ^sera  doue  aussi  re- 
présentée, en  valeur  absolue,  par  le  rapport  — ; et  comme 
cette  courbure  et  ^ sont  desquantités  essentiellement  po- 
sitives, il  est  évident  que  dans  l’écjuation  ^ ± il 


faudra  prendre  le  signe  si  l’arc  s et  rinclinaison  r 
croissent" et  décroisent  ensemble,  le  signe  — dans  le  cas 
contraire. 

127.  Concevons  maintenant  qu’il  s’agisse  non  plus  d’un 

cercle , mais  d’une  courbe  quèlcontpie , le  rapport  ^ ne 

sera  plus  dès-lors  toujours  égal  à une  quantité  constante 

mais  variera,  au  contraire,  d’un  point  à l’autre  sur  la 

courbe  dont  il  s’agit;  l’analogie  nous  force  à reconnaître 
que  ces  variations  ont  quelque  rap^rt  avec  la  courbure 
de  l’arc  s.  Il  est  du  reste  évident  que  plus,'  pour  une 
même  longueur  de  As,  l’angle  Ar  de  deux  tangentes  con- 
sécutives ou  Y angle  tle  conlingcnce  sera  grand,  plus  la 
courbe  s'éloignera  de  la  tangente  au  point  M,  plrts  sa 


courbure  augmentera,  et  réciproquement;  le  rapport  — 

est  donc  lié  avec,  la  eourbuie  de  la  courbe,  et  nous  pou- 
vons appeler  ce  rapport  la  courbure  movenne  de  cet  arc. 
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EKe  plus,  si  le  point  (a:+Ajc,  y + ^y)  vient  à se  rappro- 
cher  indéfiniment  du  point  (x,y'),  le  rapport  dt—  conver- 
gera en  général  vers  une  limite  déterminée  et  hnied;^  ; 
cette  limite  qui , quand  Ar  est  très  petit,  est  sensiblement 
égale  à ± — , est  donc  liée  elle-même  avec  la  courbure  de 

la  courbe,  et  nous  conviendrons  de  la  prendre  pour  me- 
sure de  cette  courbure  au  point  (x,  y). 

128.  Aux  points  très  voisins  M et  19),  menons 

deux  normales  consécutives  qui  se  rencontrent  en  C *,  la 
distance  MC  ^ r sera  sensiblement  égale,  et,  si  l’on  passe  à 
la  limite,  rigoureusement  égale  au  rayon  d’un  cercle  qui 
aurait  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males, et  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe.  En 
effet,  dans  le  triangle  MCM'  l’angle  CM'M  sera  lui- 

même  sensiblement  droit  et  égal  k-  ± e,  e étant  une 

quantité  très  petite  qui  s’évanouit  avec  Ax  ; de  plus,  l’angle 
MCM'  = At  : on  aura  donc,  en  comparant  les  sinus  des 
angles  aux  côtés  opposés,  ‘ 


sin.±  Ar 


>■  • V/Âx^+Âp 

et  l’on  conclura , en  passant  à la  limite  et  en  appelant  p la 
limite  de  r, 

- - ±~- 

or  il  résulte  évidemment  de  cette  équation  que  p est  le 
rayon  d’un  cercle  dont  la  courbure  serait  ^ ou  qui  aurait 
même  courbure  que  la  courbe  proposée.  Ce  rayon,  porté 
à partir  du  point  M,  sur  la  normale  passant  par  ce  point 
et  prolongée  du  côté  de  la  concavité,  estcc  qu’on  nomme 
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Iq  rayou  de  courbure  de  la  courbe  propoaéc  relatif  au  point 
dont  il  s’agit.  Son  extrémité,  qu’on  peut  regarder  comme 
le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voi- 
sines, s’appelle  le  centre  de  courbure.  Enfin  le  cercle  qui 
a ce  dernier  point  pour  centre , et  le  rayon  de  courbure 
pour  rayon , se  nomme  cercle  de  courbure  ou  ccrtde  oscu- 
lateur.  Il  touche  évidemment  la  courbe  donnée,  puisqu’il  a 
même  normale  et  même  tangente , il  a la  même  courbure 
qu’elle , et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 

129.  La  courbure^  et  le  rayon  de  courbure  p peuvent 

être  présentés  sous  diverses  formes  qu’il  est  bon  de  con- 
naître. 

i".  En  prenant  X pour  variable  indépendante,  on  aura 
tangT=±/',  r = ± arc  tang 

y”  

rfr  = ± — P — - dx,  ds  = ±dx  l -f- 

i+r* 


et  par  suite , l’équation  * 


- = ± ^ 

P eu 


donnera 


-=±  — î = COS^T  =± 


d’où 


_ (■  + y')' 


A l'inspection  de  cette  dernière  formule  on  reconnaît  im- 
médiatement, que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayou 
de  courbure  infini  toutes  les  fois  quej^'  sc  réduit  à o : alors 
le  cercle  osculatcur  se  transforme  en  une  droite  et  se  con- 
fond avec  la  .tangente.  C’est  ce  quia  lieu,  par  exemple, 
pour  tous  les  points  d'inflexion  dans  1e  voisinage  desquels 


• • 


A 
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les  fonctions  restent  continues  par- rapport  à x. 

a°  Si  pour  un  certain,  point  la  valeur  <le_y"  devenait  inü-. 
nie,  sans  que  la  tangente  fût  perpendiculaire  à l’axe  des  ar, 
la  courbure  serait  elle-même  infinie  et  le  rayon  de  cour- 
bure s’évanouirait;  3”  si  les  quantités devenaient 

/|  y'»)»  , 

toutes  deux  infinies,  la  fraction^ ^ — — se  présenterait 

sous  une  forme  indéterminée;  mais  on  pourrait  fixer  sa 
véritable -valeur  à l’aide  des  principes  que  nous  avons  éta- 
blis; 4°  si  l’une  des  fonctions y"  devient  discontinue 
et  change  brusquement  de  valeur , il  en  sera  de  même  du 
rayon  de  courbure;  cette  circonstance  peut  se  présenter, 
par  exemple,  aux  points  saillants  d’une  courbe. 

Exemples  : 

y = X ^ I -J-  arc  tang  ^ J , 


y =1  X' 


( 

K 


• arc  tang 


.)• 


pour  X = O. 


Si  l’on  se  rappelle  que  la  noriliale  N est  égale  à 


•—y\/\-\ry'\ 


on  trouvera 


= t'+r")’  = p- 


Nî  ’ • f 


rV’ 


on  détermine  facilement,  à l’aide  de  cette  dernière  équa- 
tion, les  rayons  de  courbure  de  plusieurs  courbes. 
Exemple: 

y'  — ipx-i-qx'. 

Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
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, perboJe , .suivant  que  la  quantité  q sera  négative,  nulle,  ou 

positive- 

En  diilërcntiant  cette  équation,  on  trouve 

yy'  =p  + qx-,  /v'’ + + 

PlZL 


= p + y"y'  = 


y‘y  = — p* 


l’équation  P = rt  donnera  donc p = ^.  Si  l’on  re- 
met pour  N sa  valeur 

• N = \/r>+^V'*  = [/>*  + (i  H-  q)y'Ÿ 
on  aura 

, _ I -H)  ( ypjH-q-e  »)]» 


P’ 


Si  dans  celte  formule  on  fait  a:  = o , il  vient  p==,  fj. 

Ainsi,  dansl’ellipse,  la  parabole  et  l’hyperbole , le  rayon 
de  courbure  correspondant  à.  l’extrémité  du  grand  axe, 
ou  à l’extrémité  de  l’axe  réel,  est  équivalent  à la  quantité 
^ qu’on  nomme  le  paramètre. 

Si  la  courbe  proposée  se  réduit  à la  parabolej'*=ap>a:, 
on  a ^ = O , et 


1 JT  * y * 

a“'  Exemple  .-L’ellipse  ou  l’hyperbole  — db'^  = ±i . 


. On  trouve 


y^y  =: 


b* 

’ a* 

N’ 

* ♦ 
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puis , en  remettant  pour  N sa  valeur. 


ah  ab 


Si  l'on  considère  en  particulier  l’ellipse  — -j-  ^ = i , on 

* a*  b* 

trouve , pour  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de  l’axe  a, 
P — pour  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de 

l’axe  P = ^. 


3“'  Exemple  : La  cycloïde.  Nous  avons  trouvé 


d’où 


et  par  suite, 


y" 


= — Rr  = — tNN 


P — aN. 


Ainsi , dans  la  cycloïde , le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale  ; par  conséquent  ce  rayon  de  courbure  s’é- 
vanouit avec  la  normale,  et  la  courbure  est  inGnie  dans  tous 
les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c’est-à-dire 
dans  tous  les  points  de  rebroussement,  tandis  qu’à  chacun 
des  sommets  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double 
du  diamètre  du  cercle  générateur. 

130.  Si  l’on  cesse  de  prendre  l’abscisse  x poiu*  variable 
indépendante,  on  trouvera 


tangr  = ±^. 


c/r  = Æ 


djcd‘y  —dyd’x 


dx' 


■ dy' 


, dy  m 

r =;  ± arc  tang  , 
dx  ' 

ds  = zizV^dx’  -f- dy‘, 
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et  l’équation  - = ± ^donnera 

I _j_dxd'y  —dyd'x  . dxd^y—dyd'x 

- = ± J—  = ± -,  -JP  . 

(dx*+dy^y 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prendra  l’arc  s pour  varia- 
y'  ble  indépendante,  l’équation  dx*  -{-dy'  = ds^  donnera 

dx d*x  -f-  dyd^jr  — o, 

et  l’on  en  conclura 

d^y d*x dxd*y  -—dyd*x 

dx  ~ dy~  dx'  dy'  ~ \/dx'  + dy'  ' 

on  aura  donc  dans  ce  cas 

I •_  \/{d'xY  + {d'y)*  _ r / «/‘XV  , ( d'yy  -ji 

7 ds'  "’Lw^y J ‘ 


131.  Lorsqu’on  Veut  appliquer  ces  formules  à la  déter- 
mination du  rayon  de  courbure  d’une  courbe,  il  faut 
commencer  par  exprimer  les  différentielles  dx,  d'x,  dy, 
. d'y,  en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  différentielle 
■ de  la  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce, 
si  l’on  emploie  la  formule  générale  <pie  nous  allons  établir. 

Soit  M = y (^x,y)=o,  l’équation  de  la  courbe  donnée  : 
on  aura , en  différentiant  deux  fois , 


du  du 
-dx  + -dy  = o, 


du 


. . du  , / d'u  . 

-d'x-\--T-d'y  = — - — dx' 
dx  ^ dy  ■’  \dx' 


%d'u  d'u  \ 
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et  par  œiistHjuciil 


dy dx  dyd'x- — dxd'y 


(dx'  +.dy‘y 


du  du 


“*♦  . t*»*  W-  / "J  \ 9 / J \ ^ — — 

S 3>  [(£)+(|j-] 

, J [dx'-\-dy'y  fàu  du  , \ 

dxd‘y—dyd^x  = t^ ^ .[  d'x+~dy\, 

, id*u  , , . d*u  , \ 


drd'r — dfd'x=  ±- 


jdx'-hdï')' 


, fâ)-e)T 

En  substituant  dans  la  valeur  de  p et  remplaçant  les  dif- 
férentielles dx,  djr,  par  les  quantités  proportionnelles 

^ ^ , on  trouvera  définitivement 


/du'\’ d’u  du  du  d'u  /du\'  d^u 

I ^ V*^/  dx*  dxdydxdy  \dxj  dy* 

Si  les  variables  x,  j étaient  séparées  dans  l’équation 
U — O,  c’est-à-dire  si  la  fonetion  u se  composait  de  deux 
parties,  dont  l’une  renfermât  la  seule  variable  x,  et  l’au- 
tre la  seule  variable  on  aurait 


d*u 


Si  l’on  applique  cette  formule  aux  courbes  citées  plus  haut , 
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on  relrouvera  iiiimédiatoment  k*s  valeurs  déjà  obtenues 
pour  (5. 

Nota.  P est  une  quantité  absolue,  une  longueur  ; il  fau- 
dra donc,  dans  les  équations  tpii  précèdent,  réduire  le 
douide  signe  ± au  signe  -1-  ou  au  signe  — , de  manière  à 
obtenir  pourpiine  valeur  toujours  positive. 

152.  Si  (Jig.  ao)  à partir  du  point  {x,  y)  on  porte  sur 
la  courbe  donnée  et  sur  sa  tangente,  prolongée  dans  le 
sens  de  l’arc  j,  des  longueurs  égales  et  iniiniment  petites 
IMM',  MM,,  rc:présentées  par/,  on  trouvera,  pour  les 
/'oordonnées  de  l’extrémité  M,  de  la  deuxième  longueur, 

dx  dy 

x,=  x+/-,  = , 

a“  pour  les  coordonnées  de  l’extrémité  M'  delà  première, 


let  J désignant  des  quantités  infiniment  petites-,  car  en 
supposant  que  les  coordonnées  x et  y étant  exprimées  en 
fonction  de  l’arc  s pris  pour  variable  indépendante,  on  ait 


les  coordonnées  x\  y correspondantes  à 5 -+•  / seront 


x'= (/  -t- 1)  =r  ÿ (j)  -4- 1 (»)  + — [ ip"  W + 1 ] 


dx 


= X -4-  I 


d^x 


ds  \,i\ds 

r 


'4-  I , 


y = + 'a:'W+  — [;e''W  + J] 

dr  i'  ( d'y  '■  ‘ 

=^■^'i+77^[dF^^r 
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Cela  posé , i”  la  droite  M,M'  qui  joindi-a  les  extrémités  de 
ces  longueurs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à la 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à la  courbe.  En  effet, 
en  appelant  6,  les  angles  que  cette  drpite  fait  avec  les 
axes  des  x et  desj^;  a,  6 les  angles  de  la  tangente  avec 
ces  mêmes  axes , on  a 

cos«,  cosC, 

x' — X,  ~r' — J',’ 
on , à très  peu  près , 

cos  a,  cos  S, 

d'x  d'y  ’ 

ds'  ds' 

o|^  a d’ailleurs  rigoureusement 

cos  a cos  C 
dx  dy 

De  plus,  en  différentiant  l’équation  âx'  ■+■  (îy'z=.(h',  et 
regardant  l’arc  s comme  variable  indépendante , on  aura 


dxd'x  -\-  dyd'y  ~ o , 

et  en  substituant  pour  dx,  dy,  d'x,  d'y,  les  quantités 
proportionnelles 


cos  a,  cos  b,  cos  a,,  COS»,, 

COSet  cos  a,  + cosC  COiC,  - O : 

or  cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M,M' 
est  perpendiculaire  à la  tangente;  donc,  etc. 

2°.  Si  nous  appelons  â la  longueur  M,M',  nous  aurons 


et  par  suite 


’ = lim. 


Digitized  by  Google 


viNGT-rnoisifeME  i.EçoN.  a3g 

Mais  en  prenant,  comme  nous  l’avons  supposé,  l’are  5 
pour  variable  indépendante,  et  désignant  par  p le  rayon 
de  courbure,  on  a 

P = — î 

f d^y\ 

on  aura  donc 


En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d’une 
courbe  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette 
courbe  et  sur  sa  Ungente  prolongée  dans  le  même  sens , 
des  longueurs  égales  et  infiniment  petites , et  de  diviser 
le  carré  de  l’une  d’elles  par  le  double  de  la  disUnce  com- 
prise entre  leurs  extrémités;  la  limite  du  quotient  est  la 
valeiu-  exacte  du  rayon  de  courbure. 

Corollaire.  En  appelant  X , fz  les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à la  cotirbe,  au  point  x,  j-,  et  remar- 
cpiant  que  ces  angles  sont,  comme  on  vient  de  le  prouver, 
sensiblement  égaux  à a, , Ê, , ousont  les  limites  des  deiu 
angles  a, , S, , on  trouvera  rigoureusement,  en  prenant 
l’arc  .tpour  variable  indépendante. 


et  par  suitÿ 


cos  A = 


COS/»  =dzf 


ds' 


133;  Le  centre  de  courbure  correspondant  à un  point 
placé  par  rapport  à ce  point  du  côté  des  y 
positifs,  ou  du  côté  des négatifs,  suivant  que  la  valeur 

du  rapport  T étant  l’angle  de  la  tangente  avec  le  demi- 
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axo  (les  j:  jKJsilifs,  (létiTiiiiiié  par  l’équalion  tan};T‘=— , 

sera  cllc-ménie  positive  ou  négative.  En  eflet,  le  centre 
de  courbure  ctajit  le  point  d’intersection  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  il  est  clair  que  la  courbe  tour- 
nera toujours  sa  concavité  vers  ce  môme  centre.  Oi‘  la 
courbe  tourne  sa  concavité  du  côté  des  y positifs  lorsque 
Ja  valeur  de  J'"  est  positive,  du  côté  des  x négatifs  dans 
le  cas  contraire  ; donc  aussi  le  centre  de  courbure  sera 
situé  par  rapport  au  point  M du  côté  desjp  positifs,  ou  du 
côté  des^  négatifs,  suivant  que  la  valeur  de  j'"  sera  posi- 
tive ou  néga'tive. 


D’ailleurs,  l’équation  = 


'+y 


nous 


montre  que 


~ et  J""  étant  des  quantités  de  même  signe,  ou  pourra 

évidemment  consulter  le  signe  de  la  première  au  lieu  du 
signe  de  la  seconde  ; donc,  etc. 

Il  est  bon  d’observer,  i°  que  la  valeur  et  le  signe  du 

rapport  ^ restent  les  mêmes  quelle  que  soit  la  variable 

indépendante;  2°  que  ce  que  nous  venons  de  dire  s’appli- 
que non-seulement  à l’angle  T,  mais  encore  h l’nii  quej- 
conquedesanglesdétermiiiés  par  l’équation  0=arctangj' , 
qui  ne  diûèrcnt  de  r <pie  par  desquautilés  constantes. 
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l.)ctcrminalion  analytique  du  centre  de  courbure.— Theorie  des  dcveloppéeî» 
et  des  développantes. 


154.  Soit  P le  rayon  de  courbure  d’une  courbe  j)lane 
correspondant  au  point  (x,jr),  et  t)  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  : ce  centre  n’étant  autre  chose  que 
l’extrémité  du  rayon  p porté  sur  la  normale  à partir  du 
point  (x,  y),  et  du  côté  vers  lecpicl  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  ses  coordonnées  Ç,  « vérilieront  l’équation  de 
la  normales  on  aura  donc 

(i  — x)  -f-  (,  — jr)rfr  = O , 

et  de  plus 

(i  — x)’  + (i  — yY  = P’; 
on  lire  de  ces  équations 

i—  ^ 1—r [(t  — x)»4-(’>  — 

rf)  rfx  . V/rfx’  -f-  rf/* 

En  ayanl  égard  à l’équation - = ±1  Y , et  se  rappelant 

que  le  centre  de  courbure  sera  situé  parraj)poi-t  au  point 
(x,jy),  du  côté  des  y positifs  ou  négatifs,  ou  que  la  dif- 
férence y — r,  sera  négative  ou  positive,  suivant  que  y 
sera  une  (juanlilé  positive  ou  négative,  et  que  par<-onsé- 
(pient  J — >■/  et  sont  des  quantités  de  signes  contraires, 

r.  I.  i(i 
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on  irouvoia 


l — -r 
<r 


i—x  = 


dy  dx 

-Z'  ”“•’=*• 


Cos  (leux  é(jiiatlons  serviront  dans  tous  les  cas  à déteruii- 
iior  l(îs  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Si  l’on 
|)rend  x pour  variable  indépendante,  on  aura 


tir 


i/x 


'+r 


/»  ’ 


(It  dr  dx  I 
dy~  dxdy~  y'  ^ 


. __  r'{H-r'>)  , '+r'* 


Si  l’on  cesse  de  prendre  x pour  variable  indépendante , 
l’équation  tang  t =y'  donnera 

dr  ^ dy dxd’y  — dyd’x 

cos’  T dx  dx‘  ' 


dr  — 


dxd'y  — dyd'x  dxd'y  — dyd'x 


I tang’  T 


dx^ 


dx' 


■ dr' 


et  par  conséquent 

t — ^ —^IdL^lL—  r — dx  ' 

^ ^ dxd'y — dyd'x'  ' dxd'jr — dyd'x 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  (Px  et  la 
seconde  par  d^y , et  ajoutant,  on  ti'ouverait 

{i  — x)  d'x  + (n  — y)  d'y  ~ dx'  + dy'  = ds' , 


Il  serait  facile  d’établir  directement  cette  équation,  qu’on 


1. 
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peut  mettre  sous  la  forme  • 

l — x d'x  ^ — x 

ù ' fi.O  û 


a43 


en  ertet , 


et 


d *x  r/  ’jr 


ainsi  que  P — , p expn 


ment  également,  lorsqu’on  prend  l’arc  s pour  variable 
indépendante,  les  cosinus  des  angles  A,  p que  la  normale 
prolongée  vers  le  centre  de  courbure  fait  avec  les  axes; 
de  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduit  à l’équation 
identique 

cos  ’A  + cos  y = I . 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  l’arc  s pour  variable 
indépendante,  les  équations 


i — x — f cos  A = P’- 


d'x 


donnent,  en  mettant  pour  p’  sa  valeur  (n°  lôü), 


d 

— O > i 


f'd'x'Ÿ 

\d7^J~^{d?- 

ï dx’-j-dj'’  

* ^-(d’x)-  + (d'jr)‘  ^ (d‘xy  + (dy} 


dr' 


135.  On  peut  enfin  parvenir  à des  équations  qui  ex- 
priment immédiatement  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  au  moyen  des  coordonnées  et  des  dérivées 
partielles  de  l’étpiation  de  la  courbe,  u = o.  En  clfet,  les 
équations 


{i—x)dx-^-{n—)-)djr  = o,  ^dx-\-^dx=n  , 
donnent 


{ — J _’■> — X _ (4 — ^)d‘xy-{r — x)d'X 
du  du  du  , du  ’ 

i6.. 


d.r 


dy 
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— rf»x4---rf’r= — <£r>  + 2 T— +:tt  "■’  ’ 

(Le  dy  \dx’  dxdy  dy'  ! 

({ — x)d'x  + (»  — y)ii'y  = d.v'  + dy'i 
ou  aura  doue  aussi 


J _ ■>— / 

du  du  d'u 

dx  dy  dx 


dx’  + dy' 


d'ii  d'n 

— dx'  -4-2  - — T-  dxdr  -|-  -r^«r  ’ 
> dxdr  ■ dr'  ■ 


dy' 


puis,  en  substituanlaux  diflerenlielles  ^/j",  les  quantités 

— — — qui  leur  sout  respectivement  proportionnelles, 
dy  ’ dx  ' 

on  trouvera 

\ — X X — y 


du' 


i'  du\' 


riit  du  / du  ' d'u  dudu  d'u  / du  ' d'n 

dx  dy  W//  ^ dxdy  dxdy  \dx  J dy' 


:±  ■ 


lorsque  dans  l’équation  u — o les  variables  x,  jj'  sontsepa"- 
rées,  on  a f = o,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 


dxdy 

S— J _ i—y. 
du  du 

dx  dy 


/ du  ' d'u  f du  y d'u 
\dy ; dx'~^\dx)  dy' 

f 


V ! du  ' fdu\'-[' 

Au  moyen  de  l'une  ou  de  l’autre  de  ces  deux  formules. 
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«in  VlétermiiuTa  inimêdiâlemciit  les  cooi'iloniiées  w du 
eeiilre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,  y)  et  le 
rayon  de  courbure  p, 

1ô(5.  jVous  avons  trouve  que  les  coordonnées  et  le  rayon 
de  courbure  vériGaient  toujours  les  trois  équations 

(a)^  t^—-^)’ + P ’>  (?— 

I (I — x)d'x  + il  — y)d^Y  — rf.c'  — dy'  = o, 

(jui  suffisent  pour  déterminer  ces  trois  inconnues  en  fonc- 
tion de  ,r,  y.  Il  est  essentiel  de  renia r(|uer  ijiie  l’on  re- 
trouve la  deuxième  et  la  troisième  équation  lorsqu’on 
dilférentie  la  premièi-e  et  la  deuxième,  comme  si  lesdeiiv 
inconnues  ?,  tî,  étaient  des  ipiantités  constantes. 

Lors({uc  le  point  {pc,y)  vient  à se  déplacer  sur  la  courlw 
donnée,  le  centre  de  courbure  si-  déplace  eu  même  temps. 
Si  le  pi'emierpoint  semeutd’unc  manière  continue  sur  la 
courbe  dont  il  s’agit,  le  deuxième  décrira  une  nouvelb; 
courbe.  Or  pour  obtenir  ré(|uation  de  cette  dernière,  il 
stdlira  évidemment  d’éliminer  entre  ré<|uation  u =o 
et  deux  des  équations  qui  déterminent  r,,  par  exemple, 

( i — x)<ic+(,  « — y)‘^X— O ) {i — y )<i  ’x-f-( « - v)d  V — ’ — dy  ’ = o , 

ou  (n”  1 ô.*))  • 

i — X n — / _ 

du  du 

dx  dy 

L’équation  résultant  de  réliminalion  ne  renfermera  plus 
que  les  deux  variables  v et  représentera  précisi-ment  la 
ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  la  courbe  donnée.  En  supposant  que  x 
iLr,  dy^  r/’x,  r/^',  etc. , tiennent  la  place  de  leurs  va- 
leurs en  y dans  les  érpialions  (n),  ces  équations  appar- 
tiennent évideminenl  h la  ligne  lieu  de  lotis  les  centres 
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de  courbui'e;  les  diflerentiellesde  ces  équations  lui  appar- 
tiendront donc  également.  Or,  si  l’on  dill’érentie  les  deux 
premières,  et  si  l’on  supprime  les  termes  qui  .s’évanouis- 
sent en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  trouvera 

(I  — x)di+  (n  — r)dn  = f>dp,  d^dx  dndy  ~ o-, 

cette  dernière  équation  exprime  que  les  tangentes  menées 
à la  courbe  donnée  par  le  point  (x , y),  et  à la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (^  , r),  sont  perpendiculaires  entre 
elles , ou  que  la  normale  à la  courbe  donnée  est  parallèle 
à la  tangente  .à  la  seconde  courbe.  Par  conséquent , le 
rayon  de  courbure  qui  coïncide  avec  la  normale,  et  vient 
aboutir  au  point  (Ç,  ri),  sera  en  ce  dernier  jxrint  tangent 
à la  seconde  courbe. 

Déplus,  si  l’on  nomme  a l’arc  de  cette  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  üxe  et  le  point  mobile  f,  rj , on 
aura 

rff  > -I-  f/,*  = do* , 

et  l’on  tirera  des  équations 

( î — x)  dx-\- (il  — y)dj'  = O,  dldx  diidr  = O , 

(î  — x:)d\-\-(,i — y)di,  = f>dp, 

'dj  _ dt!  (I  — x:)di-\-  (n — ^ y dl*-i-dii‘ 

l — x~~n — X~  .P*  ~ P 

dp  I dr 

~ P ~ P ' 

On  trouvera  par  suite 

dp  — ±dr,  d(p  <r)  = O , 

OU  en  faisant,  pour  plus  de  commodité,  pzpu=<p(x), 

(p’(x)«fe=o,  f'(x)  = o, 

La  dérivée  de  la  fonction  f(x)  étant  toujours  nulle. 
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t’Olle  fonction  sera  constante  et  son  accroissement  tou- 
jours égal  à zéro,  puisque  l’on  a 


iÇ(x)  = (^(x+ix)  — ^(x)  - <p'(x  + Oix]  jx  ~ O ; 


on  a donc  enfin  Apqr  Air  = o,  Ap  = ±Aa. 

Cette  équation  prouve  que  l’arc  Aa  renfermé  entre  deux 
)M>ints  de  la  nouvelle  courbe  est  égal,  au  signe  près,  à la 
difl'éi’ctice  des  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à ces 
deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre 
de  l’équation  Ap  = ± At  sera  le  signe  du  deuxième  mem- 
bre des  équations 

di  J — X fJi,  1 — y 

. — — ^ ~ • 

Ut  p nT  P 


Les  premiers  membres  ^soiit  les  cosinus  des  angles 

(|ue  fait  avec  les  axes  la  tangente  à la  nouvelle  courbe  pro- 
longée dans  le  sens  de  l’arc  leS  secomls  inembi'cs 

, sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  b-s 


mêmes  axes  le  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x,  y)  au 
point  «;on  en  conclura  facilement  que  l’arc  a et  !<■ 
rayon  p croitronlsimultauémentouqueronaura  Ap=Aa, 
si  la  tangente  à la  nouvelle  courbe  prolongée  dans  le  sens 
de  l’arc  'j,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  p,  mais  avec  le 
prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du  point  r, , tandis 
(|ucdans  l’hypotlièse  contraire  le  rayon  p venant  à tToitre, 
l’arc  cr  diuiinuera,  et  l’oii  aura  Ap  = — Au.  , 

137.  Cela  posé,  concevons  (Jig-  ai)  qu’un  fil  inexten- 
sible , fixé  par  une  de  ses  extrémités  p , et  d’une  longueur 
égalcà  celle  du  ravoti  de  courburep,  soit  d’abord  appliqué 
sur  ce  rayon;  puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu 
vienne  à .se  mouvoir  de  telle  .sorte  qu’une  partie  s’enroule 
sur  l’arc  ± A7  compris  entre  le  point  pou  n)  <!t  le 
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point  p'  OU  (I  , >î  -I-  Ar,).  L'autre  partie  qui  restera 

droite  et  touchera  la  nouvelle  courbe  CC'  au  point  p',  aura 
évideuiment  la  longueur  du  rayon  de  courbure  à ce  point, 
puisque  dans  le  cas  dont  il  s’agit 

= — \f’,  M' ft  —H'ft  — ftft'  — f — Air  =:  P Af  = p', 

et  par  conséquent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïnci- 
dait d’abord  avec  le  point  iMou(j:,  jy)  coïncidera  actuelle- 
ment avec  le  point  JM'  ou  (ar-f-Ax  , •>  Ay)  situé  sur  la 
courbe  AA';  comme  notre  raisonnement  subsiste,  quelle 
que  soit  la  longueur  de  l’arc  Ac,  nous  devons  en  conclure 
que  le  (il  inextensible  , en  même  temps  qu’il  s’enroule 
sur  la  nouvelle  courbe,  décrit,  par  son  extrémité  mobile, 
la  courbe  donnée. 

La  même  courbe  se  li'ouvera  encore  décrite,  mais  eu 
sens  contraire,  si , après  s’ètre  enroulé  sur  l’arc  ±:  Aa,  le 
fil  se  meut  de  manière*;!  revenir:!  sa  position  primitive. 
Dians  ce  mouvcmcnl,  la  portion  du  (il  qui  s’était  appli- 
quée sur  l’arc  dz  A-j  se  développera  de  nouveau  en  ligne 
droite.  On  appelle  ^/éee/o/YAce  d’une  courbe  donnée  AA', 
la  courbe  CC'  dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite 
sur  le  rayon  de  courbure  de  la  première , et  qui , comme 
nous  venons  de  l’expliquer,  peut  servir  au  tracé  de  la 
courbe  donnée  AA'.  Au  contraire,  la  première  courbe  dé- 
crite par  l’extrémité  mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde 
est  la  développante  de  celle-ci. 

138.  i"  y//2^//ca/ïon.  Supposons  ([u’il  s’agisse  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cycloïde,  repré- 
sentée par  le  système  des  équations 

X = R(»  — sin»),  J = R(i  ~ cos«), 
nous  prendrons,  pour  éliminer  x,j,  les  deux  éejuations 
. f/l  dx 
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dans  le  eas  dont  il  s’agil» 

dy  Rsin«  $in« 

tangr  r = 

” dx  R(i — C09«)  I — cos<* 

«TA*  A* 

2Sin-C05-  cos- 
?.  2 3 


^4.9 


3sin* 


sin- 


= col-, 

3 


ce  qui  exige  que  t soit  de  la  forme  :+:  htt  H — , on 

aura  donc 

« —a;  I 

r = ± /nr  - — — , rtr  = 


dy 


dr 

et  par  suite 


= — 2R  sin  t 


dx 

dr 


— — ■îR(i  — cos»), 


i = x aRsin»  = R(»  -|-sin«), 

<i  = y — aR(i — cos»)  = — R(i  — cos»); 

si  nous  posons  w = w'  -|-  tt»  il  viendra 

i — wR  = R(»'  — sin»'),  ii  -p  aR  = R(i  — cos»'). 

Telles  sont  les  deux  équations  dont  l’ensemble  représen- 
tera la  développée,  ou  qui,  par  l’élimination  de  X,  con- 
duiront à l’équation  de  la  développée.  Cette  courbe  passe 
évidemment  par  le  point  qui,  répondant  àw  = o,  m'  = t:, 
a pour  coordonnées  | = ttR  , r;  = — aR , et  n’est  autre 
chose  que  le  centre  de  courbure  correspondant  à l’ordon- 
née maximum  de  la  première  branche  de  la  cydoïde. 
Transportons  l’origine  en  ce  point,  en  changeant  Ç en 
I -P  ttR,  yj  en  »;  — uR  ; les  équations  de  la  développée  , 
sont  alors 

|=R(»' — sin»'),  ij=:R'i  — cos»'); 
et  coinnie  elles  sont  toutes  pareilles  aux  équations  delà 
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rycloïde  donnée,  nous  en  conclurons  qu'une  cvdoïde  a 
jKHir  développée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  et 
de  mêmes  dimensions  dont  les  points  de  rebroussement 
» coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième , et  que  la  base  de  la  deuxième  cy- 
cloïde SC  confond  avec  la  droite  qui  a pour  équation 
Y = — aR.  11  serait  facile  d’établir  les  équations 

4 = x-t-aR  sin«,  » = — y, 


en  partantdu  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  x.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  Mft  (Jig.  aa),  c’est-à-dire 


le  point  qui  a pour  coordonnées 


x-t-{  f-hn 


avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercl(! 
générateur  dont  l’ordonnée  est  nulle-et  dont  l’abscisse  est 
Rm  = x-(-  R sinw.  On  a donc 


’"l"f  1 n - 

z=:x-\-  R sin«, 

a 


d’où  l’on  déduit  immédiatement  les  équations  cherchées. 

On  peut  même,  sans  recourir  à ces  formules , et  à l’aide 
<lu  seul  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la  courbe  qui  sert  de  développée  à la  cvcloïde. 
Pour  y parvenir,  décrivons  {fig.  aa)  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l’axe 
des  y,  l’un  au-dessus,  l’autre  au-<ie.ssons  de  l’axe  des  x, 
et  qui  louchent  ce  dernier  axe  à l’origine  des  coordonnées. 
Concevons  Cl i.sui le  <pie  l’on  fas.se  i-ouler  ces  dcnix  cercles, 


le.  premier  sur  l’axe  des  .r,  le  deuxième  sur  la  droite  pa- 
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rallèle  J'  = — 2R , de  manière  qu’ils  ne  cessent  p>as  d’a- 
voir l’axe  des  x pour  tangente  commune.  Les  rayons  qui 
dans  le  premier  instant  aboutissaient  à l’origine  des  coor- 
données, tourneront  autour  des  centres  des  deux  cercles 
et  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux , d’où  il  ré- 
sulte, 1”  que  rayons  CW  et  yfi  seront  toujours  paral- 
lèles; 2"  que  la  droifc  Mp  qui  joindra  leurs  extrémités, 
passera  par  le  point  de  contact  et  sera  divisée  en  cc  point 
en  deux  parties  égales.  Or  la  partie  MN  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  delà  cycloïde 
proposée  que  décrira  le  premier  rayon  ; donc  le  rayon  de 
courbure  de  cette  courbe  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière  M|2,  et  le 
centre  de  courbure  avec  l’extrémité  du  second  rayon 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  développée  de 
la  même  courbe  sera  précisément  la  seconde  cycloïde  dé- 
crite par  cette  extrémité. 

Corollaire.  L’are  A|2  de  la  cycloïde  est  égal  au  rayon  de 
courbure  Mfx,  et  par  conséquent  la  demi-cycloïdc  entière 
AA'  = A'D  = 4R- JEn  général,  Afx  — o — 2Rj-;  la 

cycloïde  est  une  courbç  rcctiHable. 

2“*'  .Application.  Considérons  l’ellipse  représentée  par 
l’équation 


ou 


d’où 


X* 

II 

1 

/ x’ 

r’ 

U 

2 

= 0, 

du 

X 

du 

r 

d'u 

1 

dx  *” 

fl*  ’ 

dy  é*  ’ 

dx' 

fl*  * 

d^u 

I 

d*u 

dy^ 

~P' 

dxdy 

= 0, 

V . 

(du\ 

’ rf’a 

1 

f X' 

l,E; 

’ W' 

~ u’b' 
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_ n — f 

(£)+i 

(da'^ 

du 

du 

/ //a  Y _j_  / 

' du  y d^H 

dx 

dy 

\dy’J  dx^  ' 

.dx)  dy' 

donnera 

t 

• 

■}=-( 

— _ a * -4- 

a'  — b' 

X * 

d'où  l’on  tire 

% a'  — b' 

Q * 3.  — - 

_ > ki  ^ 

X <1* 

X ^ 0 — 

r 

é' a ’ 


b' — a’ 


Si,  en  supposant  que  a soit  le  grand  axe  de  l’ellipse,  ou 
pose 


on  trouvera 


Fin  substituant  ces  valeurs  de-,  j dans  l’écpialion 


il  vient 


'Felle  est  doue  l’étpiation  de  la  développée  de  l’ellipse.  Ou 
peut  la  transr<irmer  de  manière  à ce  qu’elle  ne  reurerme 
cpie  dos  puissances  entières  des  variables.  Fin  oHi'I.  après 
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avoir  clové  i-hacun  des  deux  membres  à la  troisième  puis- 
sance, on  en  tirera 


Ou  conclura  aisément  de  ces  équations,  que  la  développée 
de  l'ellipse  {Jig.'i.W')  est  une  courbe  fermée,  divisible  en 
(plâtre  parties  superposables  par  deux  axes  qui  coïncident, 
comme  ceux  de  l’ellipse,  avec  les  axes  coordonnés  et  qui 
rencontrent  cette  développée  en  ipiatrc  points  dont  les  dis- 
tances, à l’origine,  sont  A et  R.  Ajoutons  que  chacune  de 
ces  parties  de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencon- 
trant, et  qu’en  conséquence  chacun  des  points  de  rencontre 
a,  6,  6',  est  pour  cette  courbe  un  point  de  rebrous- 
sement. Les  rayons  de  courbure,  aux  sommets,  sont  re- 

, , . è*  a’  . 

présentés  respectivement  par  - et 


s JT  * V* 

3"“’  Application  : à l’hyperbole  — — ^ = ’i . 

On  reconnaîtra  que  l’équation  de  la  développée  se  rë- 

I • A o’-f-è’  U a'  + b'  , 

(luit,  en  posant  A = , li  =;  — j — , a 


2 2 


e* 

A* 


B*  ’ 


et  l’on  conclut  de  ces  équations  que  la  dëvclojipée  del’hy- 
jærbole  (Jig.  a4)  e'st  ime  courbe  (|ui  s’étend  à l’infini , qui 
SC  trouvedi  visée  par  les  axes  des  coordonnéc's  en  quatre  par- 
ties égales,  et  qui  se  compose  de  deux  branches  séparées, 
dont  chacune  a un  point  de  rebroussement  situé  sur  le  pro- 
longement de  l’axe  réel  de  l’hyperbole , à la  distance  A de 
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l’origine.  Le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  l’axe  réel 

est  égal  a — 
a 

Application  : à la  parabole  j’  = ipx, 

U = \{2px  — jr')  = O, 

d’où 


(tu  du  d’u  _ d'u  d^u  _ 

~x  ’ dr  ’ dx*  **  ’ dy^  *’  dxdr 


donc 


f — J? 
P 


n 


X'  ^P  + 2.x 
P'~  P 


f =p  + 3æ-, 
2 J_ 

— 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  y*  = 2px , on 


trouvera 

^{(~py=p„K 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  développée  (Jig.  a5) 
s’étend  à l’inüiii  du  côté  des  x positives,  qu’elle  a pour 
axe  l’axe  de  la  parabole  et  qu’elle  rencontre  cet  axe  en  le 
touchant  au  point  dont  l’abscisse  est  p.  Ce  point  est  un 
point  de  rebroussement;  si  1 on  y transporte  1 origine  des 
coordonnées  en  changeant  f en  f -H  , 1 équation  de  la 
développée  deviendra 

3.2  \ ’ - K- 


et  il  en  résulte  que  toute  parabole  du  second  degré  a pour 
développée  une  autre  parabole  du  degré  - ou 
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Du  conCacl  des  courbes.  — De  l'ordre  de  ce  contaci. 


139.  On  dit  que  deux  courbes  se  louchent  lorsqu’elles  ont 
un  point  de  (-oinmun  et  une  tangente  commune.  De  plus 
^ lorsque  deux  courbes  A"B",  A'B'  touchent  la  courbe  AB  au 
même  point  IVl , la  courbe  A'B',  qui  passe  entre  les  deux 
autres,  est  regaixlée  comme  ayant  avec  la  courbe  AB  un 
contact  plus  intime  que  la  courbe  A'H".  Les  géomètres 
distinguent  ainsi  des  eontacts  de  divers  ordriîs,  que  l’on 
parvient  faeilement  à définir  au  moyen  de  la  considération 
des  coefficients  difTércntiels  ou  fonctions  dérivées. 

Soient  y = F (x) , j = » les  équations  de  deux 

courbes  rapportées  à des  coordonnées  rectangulaires.  Sup- 
posons quex  soit  l’abscisse  d’un  point  commun  à ces  deux 
courbes;  les  ordonnées  correspondantes  à une  abscisse  voi- 
sine X -F  h seront  respectiveracul 


F(x)-|-^F'(x)-+-^F"(x) + 


+ 


A"+  ■ 


I .a.3...n 
[FC+')(x)-t-I], 
h 


- F(")(x) 


/(x)  + ^/'(x)  -P  -t-  /(-)(x) 

A*  + 
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Si  i-lles  oui  une  lan^eiite  commune  au  point  x,  y,  ou  aura 
en  ce  point,  non-senlcnicni  F(x)  = mais  encore 

F'(.r)  = f et  il  sera  certain  tju’auciine  autre  ligne 
= <}>(■*’)  tie  pourra  passer  entre  les  courbes  propostjcs,  à 
moins  que  l'on  n’ait  également  y'(j')  = F'(x)  = f'(x).  En 
Hl’ct,  la  dill’érence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes 
proposées  correspondantes  à X-\-h  peut  être  exprimée  par 

[ F ■' (x  + 6 h)—f"[x  + . 

tandis  fjue  si  la  condition  dont  il  s'agit  n’avait  pas  lieu, 
la  dilVérence  entre  l’ordonnée  de  la  troisième  courbe  et 
\-ellede*la  première  serait  exprimée  par 

[F'(x  + fl/i)  — ip'(x+  67/)]  A. 

Or  il-cst  visible  rjuc  (|uand  h est  très  petit,  la  seconde  dif- 
férence est  plus  grande  fpie  la  précédente;  donc  la  courbe 
y = f(x)  ne  passe  pas  entre  les  di'ux  premières. 

On  dit  de  deux  lignes  cpii  ont  un  point  commun  et  pour 
lesquelles  le,  coefiieient  difl’érentiel  du  premier  ordre  a la 
même  valeur  on  ce  point,  qu’celles  ont  entre  elles  un  con- 
tact du  premier  ordre. 

' liO.  Admettons  maintenant  que  pour  les  deux  courbes 
proposées  les  coelficients  dilfércntiels  des  deux  premiers 
ordres  aient  des  valeurs  communes,  la  dilférence  des  or- 
données de  ces  courbes  qui  répondait  à l’abscisse  x -|-  //, 
sera  exprimée  par 

. [ F”(x*-f-  6A)  -/"(x  + 67,)] , 

, I ,7,  •O 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  y = <j;(x),  qui  ne 
satisferait  pas  à la  même  condition , .mais  tpii  toucherait 
ciqx'ndant  la  première,  la  différence  des  coordonnées  se- 
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rait  exprimée  pai' ' 

^^m^+oh)-f”{x+v'h)]. 

• * ' 

Or  lorsque  h esl  très  petit , cette  seconde  différence  est 
plus  grande  que  la  première;  la  troisième  courbe  ne 
pourra  donc  jamais  passer  entre  les  deux  premières , que 
l'on  dit  avoir  entre* elles  un  contact  du  second  ordre.  On 
dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  les  deux  courbes  sont  oscu- 
latriccs,  parce  qu’en  sus  de  la  tangente  commune  elleè  ont 
évidemment  le  même  cercle  oscillateur.  En  effet,  la  di- 
rection de  la  tangente,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culatcur  ne. dépendent,  comme  nous  l’avons. vu,  que  des 
deux  premières  dérivées  y\  y“ , qui  ici,  par  hypothèse  ^ 
sont  égales  ^ donc , etc. 

Réciproquement,  si  deux  courbes  ont  en  un  point  com- 
mun même  tangente  et  môme  cercle  osculatcur,  leur  con- 
tact sera  du  second  ordre,  parce  que  les  deux  premières 
dérivées  anront  néccssairenient  la  même  valeur. 

1 il . Considérons  {fig.  26)  deux  courbes  qui  se  touchent 
en  un  point  donné  M ; si  du  point  de  contact  comme  centre 
et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  oodécrit  un  cercle,  ce 
cercle  coupera  les  deux  courbes  en  deufPpoints  très  voi- 
sin«l’un  de  l’autre  P et  Q , et  le  rapprochement  plus  ou 
moins  considérable  des  deux  courbes  à la  distance  i du 
point  de  contact,  aura  évidemment  pqilr  mesure  la  lon- 
gueur infiniment  petite  PQ , comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s’agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  PQ 
de  l’arc  de  grand  cercl^.*  renfermé  entre  les  deux  courbes;  • 
si  nous  appelons  w l’angle  très  petit  compris  entre  les 
rayons  menés  à ses  extrémités,  cet  arc  et  sa  corde  seront 

respectivement  mesurés  par  les  produits  iw,  ai  sin  -,  Si  les 

deux  courbes  changent  de  forme,  de  telle  manière,  que,  ' 
se  touchant  toujoui’s  au  point  donné,  elles  se  rapprochent 
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davantage  l’une  de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point, 
les  valeurs  de  l’expression  ai  sin  - diminueront  nécessai- 
rement, ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  i,  représentée 
par  w,  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre,  les  valeurs  de 
M croîtront  nécessairement,  de  sorte» quelle  rapproche- 
ment des  deux  courbes  sera  plus 'ou  moins  considérable 
suivant  que  les  valeurs  de  w,  correspondantes  à de  très 
jietites  valeurs  de  i,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
, on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i"'.  Si  deux  courbes  sc  touchent-en  un  point 
donné,  et  que  l’on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  à la  distance  infiniment  petite  i du  point  de  con- 
tact, le  rapprochement  entre  les  deux  courbes,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  sera  d’autant  plus  considérable  que 
l’ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  (■>  sera  plus  élevé  : 
en  effet,  cette  quantité  w sera  d’autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  iposé , il  est  naturel  de  prendre  l’ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petitp  o>  considérée  comme  fonction  de  la 
base  I,  pour  indiquer  ce  qu’on  peut  appeler  l’ordre  de 
contact  des  deux  courbes.  Soit  a cet  ordre;  puisqt^  Ife 

rapport  a l’unité  pour  limite,  le  produit 

T*  . , 

* « ^ 

— • — ^ = 7 sin- 

7. 

sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l’ordre  a, 

tandis  que  les  expressions  l’co,  2i,sin^  seront  des  cpianti- 

tés  infiniment  petites  de  l’ordre  a -1-  i,  donc  : 

Théorème  a"".  Lorsque  deux  courbes  se-  touchent  en 
un  point  donné,  l’ordre  du  contact  est  inférieur  d’une 
unité  à l’ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  re- 
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présente  là  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux 
courbes,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont 
la  distance  à ce  point  est  un  iutiniment  petit  du  premier 
ordre.  11  est  bon  d’observer  que  la  droite  qui  unit  ces 
deux  points  étant  la  base  d’un  triangle  ispscèlelVlPQ,  et 
opjvosée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  o),  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce  triangle,  et 
par  suite  à la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  tan- 
gente dont  les  deux  côtés  di lièrent  très  peu.  La  surface  du 
triangle  est  d’ailleurs  égale  au  produit  \ i*  siii  « et  par  con- 
séquent à une  quantité  inliniment  petite  dont  l’ordrea-f-a 
surpasse  de  deux  unités  l’ordre  du  contact  des  courbes. 

' 142.  Concevons  maintenant  qu’après  avoir  décrit  du 

point  M,  avec  le  rayon  infiniment  petit  JV1P==  MQ  = i, 
un  arc  de  cercle,  on  mène  par  le  point  P une  droite  PS  qui 
fasse  avec  la  tangente  commune  un  angle  y.  Dans  le  trian- 
gle PQS,  le  côté  QS,  sensiblement  parallèle  à la  tan- 
gente commune , parce  qu’il  coïncide  avec  une  corde  dont  . 
les  extrémités  situées  sur  l'iine  des  courbes  .sont  très 
voisines  du  point  de  contact , formera  évideniment  avec 
les  deux  autres  côtés  PQ,  PSdeux  angles  finis  dont  le  pre- 
mier différera  très  peu  d’un  angle  droit,  et  le  second  de 
l’angle  y;  on  aura  donc,  en  désignant  par  e et  e'  deux 
quantités  infiniment  petites,  ' 


sin(^±.J 


sini  -±$  j 

PS=  -■■  /.  PQ=  • Mats»"*- 

sin(y±i  ) sin(y±i')  2 


Déplus,  si  l’on  abaisse  du  poiiit  M sur  PS  la  perpeadi- 
culaire  MR,  l’angle  MPS  étant  sensiblement  égal  à y,  on 
aura 

MR  = MP  sin(y  ± i")  = / sin(y  ± i"); 

or  les  valeurs  de  PS  et  de  MR  prouvent,  i°que  si  w et  sinw 
sont  desintinimeni  petits  de  l’ordre  o,  c’est-à-dire  que  si 

17.. 
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les  couri)es  iloiiiiées  ont  entre  elles  un  contact  de  l’ordre 
a,  la  distance  PS  sera  un  iniiniinent  petit  de  l'ordre 
»-4- 1 -,  a°  que  cet  ordre  ne  variera  pas  si , au  lieu  de  pren- 
dre pour  base  l'infiniinent  petit  du  premier  ordre  MP==  i, 
on  prenait  pour  base  la  perpendiculaire  MR,  puisque 
cette  perpendiculaire  est  elle-même  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre  dans  le  système  dont  la  base  est  MP 
■ ou  i.  On  conclut  immédiatement  de  cette  remarque  le 
théorème  qui  suit  : 

'I’héobème  d”'.  L’ordre  de  contact  de  deux  courbes 
planes  qui  se  touchent  en  un  point  M,  est  inférieur  d’une 
unité  à l’oinlre  de  la  distance  iniiniment  jietite  comprise 
entre  les ‘deux  points  P et  S,  où  les  deux  courbes  sont' 
l'cncontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  avec 
la  tangente  commune,  dans  tout  système  où  la  distance 
du  point  de  contact  à la  sécante  dont  il  s’agit  est  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre. 

143.  Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux 
équations  entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obli- 
ques, et  si  la  tangente  commune  n’est  pas  parallèle  à l'axe 
des_r?  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à ce  même 
axe,  on  déduira  du  théorème  S*””  la  proposition  suivante  : 

Théorème  4‘”''  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tan- 
gente commtine  n’est  pas  parallèle  à l’axe  desj^,  il  suffit 
de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact 
et  de  chercher  le  nombre  cpii  représente  l’ordre  dé  la 
portion  infiniment  petite  de  cette  ordonnée  comprise  en- 
tre les  deux  courbes  dans  le  cas  où  l’on  considèie  la  dis- 
tance -du  point  de  contact  à l’ordonnée  comme  infini- 
ment petite  du  premier  ordre;  ce  nombre  diminué  d’une 
unité  indique  l’ordre  de  contact  cherché. 

Coro//<wre  i'*'.  Soient  j = f{x),  _^  = F(jr), 
les  équations  des  deux  courbes  planes,  elles  auront  un 
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^int  commun  correspoudahl  à une  vaU*ur  donnée  dex,  et 
en  ce  point  une  tangente  commune  non  parallèle  à l'axe 
desj^,  si  pour  la  valeur  donnée  de  x les  équations  des  deux 
courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  linies,  non-seu- 
lement de  l’ordonnétî  J',  mais  encore  de  sa  dérivée  y' . 
Dans  cette  hypothèse , la  différence  F(x)— /{pc)  qui  s’é- 
vanouira pour  la  valeur  de  x relative  au  point  commun , 
deviendra  infiniment  petite  quand  x recevra  un  accrois- 
sement infiniment  petit;  et  si  l’on  considère  cet  accrois- 
sement comme  étant  du  premier  ordre,'  l’ordre  de  la 
quantité  infiniment- petite  qui,  représentera  la  nouvelle 
valeur  de  F {x)  — f{x)  surpassera  d’une  unité  l’ordre  de 
contact  des  deux  courbes. 

Dès-lors,  si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
de  l’axe  des  mais' sans  avoir  cet  axe  pour  tangente 
commune,  il  suffira,  pour  déterminer  l’ordre  du  contact, 
de  chercher  le  nombre  qui  Indiquera  l’ordre  de  la  diflé- 
rciice  F(x)  — yC-r),  en  considérant  l’abscisse  x comme 
luie  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On  re- 
connaitra,  par  exemple,  que  les  parabqlcs^=x’, 
ont,  à l’origine,  un  contact  du  jiremicr  ordre,  les  para- 
boles^ = x'"'^'  1 y = x"+’  un  contact  de  l’ordre  n,  les 

4 i 

deux  courbes  J'  = X’, y =X>  un  .contact  de  l’ordi-e 


Corollaire  2“'.  Si  deux  courbes  ont  un  "point  commun 
correspondant  à l’abscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente 
commune  Don  parallèle  à l’axe  des^,  avec  mi  contact  de 
l’ordre  a,  la  différence  F(x)  — f{^)  sera  nulle;  et  si 
l’on  désigne  par  i un  accroissement  infiniment  petit  du 
premier  ordre  attribué  à l’abscisse  x,  l'expression 

sera  (corollaire  i'"'')  un  infiniment  petit  de  l’ordre  n -f-  i. 
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et  par  «'ouséquent,  en  désignant  par  n le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à a, 

F("  + ‘)(x4-<) — /("  + ■)  (x+/) 

sera(n‘’26)  la  première  des  expressionsF{x+t) — 

F'(x+«) — f • • etc.,  qui  cessera  dé  s'évanouir’ 

aveci,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  F<"+')(x) — 
sera  la  première  des  diiréreiices 

F(x)  -/(x),  F'(x)  -/'(x),  etc.  . 

qui  obtiendra  une  valeur  diflërentc  de  o.  Par  conséquent 
les  dérivées  successives^',^".  . . jusc|u’à  celle  dont  l’or- 
dre coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à l’ordre  du  contact,  conserveront  les 
mêmes  valeurs  dans  le  passage  d’une  des  courbes  à l’autre. 
Donc  aussi  lorsque  l’ordre  de  contact  sera  un  nombre  en- 
tier, il  sufllra,  pour  le  détci-miner,  de  chercher  quelle  est 
la  dernière  des  équations 

/(x)=:F(x),  /'(x)r=F'(x),  /«(x)  =F"(x), . . . 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l’abscisse  du  ptint  de  contact; 
l’ordre  des  dérivées  comprises  danscette  dernière  équation 
sera  précisément  le  nombre  demandé. 

Si  la  tangente  commune  était  parallèle  à l’axe  des  il 
faudrait,  dans  les  théorèmes  et  corollaires  qui  précèdent, 
changer  x en  y,  et  réciproquement. 

144.  Dans  l'a^tplication  du  troisième  ^h^rème,  ou 
pourra  prendre  pour  sécante  la  ligne  qui  joitiarail  les  ex- 
trémités de  deux  longueurs  égales  «rt  infiniment  petites 
portées  sur  les  deux  courbes  à partir  du  point  de  contact, 
puisque  l’angle  formé  phr  cette  ligne  avec  la  tangente 
commune,  a pour  limite  l’angle  droit;  on  arrivera  ainsi 
à un  nouveau  théorème  : 

Théorème  5""'.  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
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i'uui'bvs  qui  se  louchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de 
cdterchcr  le  iiombre  qui  représente  l’ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  compristi  entre  les  extrémités  de  deux 
lonftueurs  égales  jwrtées  sûr  les  deux  courbes  à partir  du 
point  de  contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs 
deviennent  infiniment  petites  du  premier  ordre;  le  nom- 
bre dont  il  s’agit,  diminué  d’une  unité,  indique  toujours  . 
l’oixlre  du  contact.  • ' 

Corollaire.  Eu  désignant  par  x , y,  et  » les  coor- 
données des  extrémités  des  deux  longueurs  égales  entre 
elles  et  à par  ù la  distance  de  ces  extrémités,  par  a le 
contact  des  courbes , on  aura 

v/(^— T)'  -f 

et  puisque  d doit  être  infiniment  jx-lit  de  l’onlre  « -(-  i , 
il  faudra  que  les  deux.diflércnces  x — y — >7  soient 
elles-mêmes  de  l’ordre  « q-  i , ou  <juc  du  moins  rune  soit 
de  cet  ortlre,  l’autn-  étant  d’un  ordre  plus  élevé,  ce  qui 
exige,  en  appelant  n le  nombre  entier  égal  ou  immédia- 
tement supérieur  à ü , que  des  expressions 

^ ù(.r— f)  — f)  d"{x — f)  d“  + \j: — C) 

di  ’ dT‘  di-  ’ dP-y^  ' 

— s)  ‘l’ix  — 1}  rf«+‘(r  — I,) 

* ^ ’ di  ’ <//  * ’ ■ di“  ’ di“  * ' ' 

les  deux  dernières,  ou  aunnoins  l’une  d’entre  elles,  soient 
les  seules  qui  ce.ssenl  de  s’évanouir  pour  i o.  Soient 
d’ailleurs  s et  a les  arcs  des  deux  courbes  renfermés  entre 
deux  points  fixes  «t  les  points  mobiles  (jc,  jy),  (|,  rj),  on 
aura  di  — ds  = </(7,  puisque  les  trois  variables  /,  s et  a 
ditlèrcnl  entre  elles  de  quantités  constanU's,  ef  l’on  pourra 
dès-lors,  aux  expressions  qui  précèdent,  substiluer(ii‘’91) 
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les  suivantes 


dx 

di 

d'x 

d'i 

ds 

dr' 

ds* 

dr'  ’ 

d'x 

d"i 

d"-^'x 

d"  + 'i 

ds" 

da-"  ’ 

ds"+' 

dr"  + ‘' 

dy 

dn 

d'y 

d'„ 

ds 

dt' 

ds* 

dr''' 

• 

d"y 

d*n 

d"+'y 

d"  + 't 

• ds" 

dr"' 

ds""-' 

qui  devront  être  toutes  nulles,  à l’exception  de  l’une  au 
moins  des  deux  dernières  ; et  l’on  pourra  énoncer  le  théo- 
rème suivant: 

14o.  Théorème  6“'.  Etant  données  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  (x,  j’),  si  l’on  considère  les  coordon- 
nées x,jr  Ae  chacune  d’elles  comme  des  fonctions  de  l’arc  s 
pris  pour  variable  indépendante,  et  prolongé  dans  le 
même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de  • 
contact,  les  dérivées  successives 

rix  d'x  d^x  dy  d'y  d^y 

ds'  ds' ' ds^  ' " <if  ’ ds',^  ds^  ’ 

jusqu’à  celles  dont  l’ordre  sera  indiqué  par  le  nombre  en- 
tier Il  égal  ou  immédiatement  supérieur  à l’ordre  du  con- 
tact, ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à la  seconde , tandis  que  des  deux  déri- 

, d'+'y  „ . J , 

vees  -ï — , -7 — 5 I tin*’  3U  moins  prendra  une  valeur 

CM"T<  ds’’^' 

nouvelle. 

146.  Du  théorème  qui  précède,  joint  aux  principes 
établis  dans  la  dix-neuvième  leçon , on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l’ordre  a , on  désigne  par  n le  nombre  entier  égal  on 
immédiatement  supérieur  à n,  1°  les  n premières  diifé- 
rciiliellcs  des  variables  x,  prises  relativement  à une 
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fonctiou  quelconque  r de  ces  variables,  el  même  hes-n 
premières  dilTérenticlles  d’une  fonction  quelconque  t de 
ces  variables , prises  par  rapport  à une  autre  fonction  ar- 
bitraire U de  ces  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à la  seconde  ; 
a°  les  difl’èrentielles  de  l’ordre  n i de  x,jr,  prises  par 
rapport  à r,  ou  de  t prises  par  rapport  à u , changeront 
ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à la  seconde,  quoique  le  contraire  puisse  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx  d*x  d"x  dy  d'y  d"y 
ds  ’ ds.'  ' ds"  ' ■ ds'  ds'  ’ " ’ rfj" 

ne  changent  pas  de  valeurs  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entré 
elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  à n. 

Dans  cette  hypothèse,  en  effet,  les  différences  x — Ç, 
y — n,  considérées  conune  fonctions  d<w',  s’évanouirontavec 
i ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n in- 
clusivement, et  l’on  aura,  en  faisant  x — Ç=ç(j), 

J— »=x(0. 


y—i=x(‘)  = 


»+i 

("+•) 

,»+i 

i.a.3...(/i-l-i) 


*(»+■)  (6i). 


Cela  posé  , les  rapports  — -,  ^ s’évanouissant  avec 

■ I*  i“  ■ 

I tant  que  x sera  plus  petit  que  u -|-  i , les  deux  diffé- 
rences x — Ç,  y — r, , ainsi  que  la  distance 
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seront  des  quantités  iniinimcnt  petites  d’un  ordre  au 
moins  égala  n+i,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 
auront  entre  elles  un  contact  d’un  ordie  au  moins  égal  à n. 

Si  deux  courbes  sont  telles  que  la  forme  et  la  po- 
sition de  la  première  étant  complètement  déterminées,  la 
forme  et  la  position  de  la  deuxième  puissent  varier  avec  les 
valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  a„  a,,...a„ com- 
prises dans  son  équation , on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes arbitraires  a,,  a ou  de  quelques-unes  d’en- 

tre elles,  de  manière  que  les  valeurs  de  plusieurs  termes 
. consécutifs  de  la  suite restent  les  mêmes 
pour  l’abscisse  x dans  le  passage  de  la  première  courbe  à 
la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  aura,  au  point  (x^jr"), 
avec  la  première,  un  contact  plus  ou  moins  intime,  in- 
férieur d’une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n’auront 
pas  changé  de  valeur,  ou  représenté  par  l’indice  des  deux 
dernières  dérivées  égales.  Si  n est  le  nombre  des  constantes 
de  la  deuxième  écpiation,  on  pourra  disposer  de  ces  ii 
constantes  de  manière  à ce  que  l’ordonnée  y et  les  (n — i) 
premières  dérivées  consei'veut  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes  ^ de  sorte  que  parmi  les  valeurs  qu’on  peut 
attribuer  aux  n constantes  arbitraires  a,,  a,,.  . . ti„,  ren- 
fermées dans  l’équation  /^(x,  ,y, , a,,  a,,  ...  n„)  = o,  il 
existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  re- 
présentée par  cette  équation  acquiert  avec  une  courbtî  don- 
née F(x,y,  z)  = O,  au  point  dont  l’abscisse  est  x , un 
contact  d’un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n — i . 

’ n est  évident  d’ailleurs  cpt’il  existe  une  inflnité  de  systèmes 
de  valeurs  des  constantes  pour  lescjuels  le  contact  entre  les 
. deux  courbes  est  d’un  ordre  inférieur  à n — i . 

On  détermine  le  système  des  valeurs  des  constantes, 
pour  lequel  le  contact  est  de  l’ordre  n — i,  à l’aide  des  « 
équations  que  l’on  obtient  en  exprimant  que  l’équa- 
tion f(x„y„  a„)  = O et  ses  w — i équations 
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<if  àf  , 

fé  lÿ'  ~ ® ’ 


rfx. 


«<r. 


^'/ 
rfx" 


(ir"  ■ 


sont  satisfaites  lorsqu’à  la  place  des  variables  x,,  jr,^  et 
de  leurs  différentielles,  on  mot  x,  et  les  différentielles 
dx , djr...,  relatives  à la  courbe  F(x,_j')  = 0,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  variable  indépendante. 

Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  n, , a, , ...  a„, 
qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  F(x,  = o et  la 
courbe  f(x,,  y,,  a,,  .. . a„)  = o un  contact  d’un  or- 

dre inférieur  à n — i,  il  suffit  de  conserver  quelques-unes 
des  écpialions  de  condition. 

Exemple.  Supposons  que  l’équation  d’une  'courbe 
préfcule  trois  constantes  arbitraires , on  pourra  disposer 
de  ces  constautês  de  manière  à cc  que  c ette  courbe  ait  un 
contact  du  deuxième  ordre  avec  une  autre  courbe  don- 
née. Pour  cela,  en  effet , soit 


jr,,  a,,  a,,  oj)  = o 


l’écpiation  de  la  courbe  dont  il  s'agit 5 en  la  difTërentiant 
deux  fois,  ou  aura 


dx. 


dx,  ->r 'y-  ify,  = o , 


dx\ 


dx] 


id'f 

dx,dp, 


dx,dy. 


‘O'. 


df  ^ df  , 


et  pour  établir  qu’entre  cette  courbe  et  une  autre  courbe 
donnée  F(.r,  j')  = o il  y aura  un  contact  du  deuxième* 
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ordre,  il  suflit  d'exprimer  que  ces  équations  différentielles 
sont  satisfaites  quand,  avec  les  coordonnées  du  point  de 
contact,  on  y met  pour  rfx,,  dy^^  les  valeurs 

des  quantités  dx,  djr,  d'x,  d'y,  tirées  de  l'équation 
F (x,  y)  = O.  On  obtient  ainsi  trois  équations, 


/(^,  a.,a3i)  = 0-,  ^ dr  + z=  o ; 

d'f  d'f  d'f  df  df 

'"^  dx'-\-’i^dxdx-\-  yLdx'  + ^d'x  + y-d'y  =0, 

dx'  dxdr  ^ ^ dy'  ^ dx  ^ dy 

dont  on  pourra  tirer  les  valeurs  des  constantes  a, , , a, , . 

en  fonction  des  coordonnées  x,y  du  point  de  contact.  La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation 


> r.l  «>.  Oj)  = O, 

conduira  à l’équation  de  la  courbe  osculalrice. 

1^^  Exemple.  S’il  s’agit  d’un  cercle  dont  le  point  (Ç,  »i) 
soit  le  centre  et  p le  rayon , et  dont  l’équation  soit 

(x.— Ç)* +(r.— »)•  =P-, 

pour  le  rendre  oscillateur  de  la  courbe  au  point  x,jr,  il 
faudra  déterminer  les  trois  arbitraires  Ç , n,  p , au  moyen 
des  trois  équations 

(x  — ,)>=,;>;  (x  dx  + {y  —n)  dy  = o; 

(*  — t)d‘x-f-(y  — 9)d’y  + dx’  -j-dy^  = o, 

ce  que  nous  savions  déjà. 

a“'  Exemple.  Concevons  que  la  courbe 

/(*..  7,,  a,,  a„  ...  a,)  = o 

soit  une  courbe  parabolique  dont  l’ordonnée  est  expri- 
mée par  «ne  fonction  entière  de  x,  do  sorte  que  l’on  ait 

y I “ d"  e,x'  -f-. . . -4" — ,*^Î  * > 
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en  piTiiaiit  a’,  pour  variable  indépendante,  on  trouvéra 
r;=«.+2aaJ.4-3avr;...+(/j — 
r”=  aa,  + 2. 3 . 03 x,  -p  ■ ■ • etc, , 


1.2.3.  . . {n  — a)a,_,+  I .2.3...  {n — 

1 .2.3. . . (/J — i)a,_,. 

En  substituant  dansees  équations  àj-j , jr" . . . les  dé- 
rivées y",  . . . tirées  de  l’équation  d’une  courbe 

donnée F(j,’,  = o,  on  déterminera  les  constantes,  de 

manière  que  la  courbe  parabolique  ait  avec  cette  courbe 
un  contact  de  l’ordre  n — i . On  obtiendra  très  simple- 
ment l’équation  de  cette  parabole , en  éliminant  les  cons- 
tantes entre  les  n équations  de  condition 

^=a„-pfl,x-pa,xî . . . -f 

.r'=a.+2a,x-f-3a3.c’4-..v-|-(« — — i)a._,x*-* 

/'  = , r*= etc  . 

j-C«-0=  I..2.3...  {/I  — 

et  l’équation 

y,=a„-\-a,x^-]-a^x] -f-a„_,x;— . 

Poiu-  éliminer,  développons  le  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
— x),  en  remarquant  que  l’on  a , quel  que  soit  m , 

x7=(x-l-(x,  — x)]"=rx- 


+ *(x.— xp  ...  4-(x.— x)" 

On  trouvera  jlnsi  . 

r.  =«o+«ia:+ .-.  -paji_ix"-' 
a,-|-2a,x-t-3a3X' ..  .-p(«- 1 )a,_x 

H J 


(x.— x)-p. 


, t.2.3...(n— a)a,_,-|-i.2.3...(n— i)a,_,x,  , 

H 5 7 V 

I .2.3. . . (/I— 2)  ^ ' 

, ! .2.3...(«  — i)a^,, 

H = -, ^ (X,  — x)* 

i.2.3...(n — 1)  ' ' ' ' 
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et  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition , 

r.  = y 4--^(x,  — x)+^  (x,  — x)>-h  .. . 


+ 


r t»  - •) 


. (x.— x)— ’ + 


j.(n-i) 


Telle  est,  sous  une  forme  très  simple,  l’équation  de  la  courbe 
parabolique  du  degré  w — i , qui  a en  un  point  donné 
(x,  /)  un  contact  de  l’ordre  n—i  avec  une  courbe  donnée. 

On  parvient  encore  à cette  même  équation  de  la  ma- 
nière suivante  : La  parabole  passant  par  le  point 
son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

J-, — y = a,(x,— x)-|-a,(x, — x)’-f- (x. — x)"“', 

et  pour  qu’elle  ait  un  contact  de  l’ordre  n — i avec  la  courbe 
F(x, y)  = o,  il  suffit  que  les  valeurs  de 

dy,  d'y,  d’-’y, 
dx.'  dx\''  ' fix"-'  ’ 


correspondantes  à x,  = x’,  savoir  ; a,,  i .a«t,  . . . . , 
i.a.3. . . (n — 2)  a„_,,  i .2.3  . . . (n  — soient 
respectivement  égales  à y , y",  . . . J'*"”'*  i 0“  aura  donc 


i.2...(/i-a) 


rCA-') 


en  substituant  ces  valeurs  des  constantes  dans  l’équation 
de  la  parabole,  on  retrouve  l’équation  déjà  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  pr«nd  /»  = 2 , la  para- 
bole osculatrice  se  change  en  une  droite  dont  l’éqùation  est 

et  représente,  comme  on  devait  s’y  attendre,  la  tangente 
au  point  (x,  yj  à la  courbe  donnée. 

148. Considérons  une  courbe  plane  dont  l’équation  soi» 
y—f(x).  So\vnt(Jig.  27).Mo,  M deux  points  prissur  cette 
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courbe  et  correspondants  aux  abscisses  x„,  l’aire  A 
comprise  entre  la  courbe , l’axe  des  x et  les  deux  ordon- 
nées J'»  fonction  de  l’abscisse  X cpic  l’on  ne 

jjeut  déterminer  (pie  dans  un  petit  nonJire  de  cas  particu- 
liers, mais' dont  il  est  facile  de  trouver  la  différentielle. 

En  effet,  appelons  Ax  l’accroissement  attribué  à la  va- 
riables, l’accroissement  correspondant  AA  de  la  fonction 
A représentera  l’élément  de  surface  renfermé  entre  la 
courlx!,  l’axe  des  x et  les  deux  ordonnées  f(x),f(x-\-^x). 
Si  d’ailleurs  f{x-\-0à.x)  et  /(s-|-0,Ax)  sont  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  deux  ordonnées  de  la  courbe , 
dans  l’intervalle  As,  l’aire  AA  sera  comprise  entre  les 
deux  produits 

Ax/(j:-|- 6ûx)  , Aa:/(x  d-6,Ax), 

Pt  par  suite  entre  les  deux  quantités 

/(x  + 6Af),  /(x-f-0,Ax). 

Or  à la  limite  ces  deux  quantités  deviennent  égales. en-’ 
tre  elles  et  à / (s)  -,  on  aura  donc  aussi 

AA  rfA  _i_  \ • 

■ hm.  — r-  = = ±/w  =±r  • 

dx 

dA  = ±ydx. 

En  supposant  (pte  l’aire  A croisse  avec  l’abscisse  s,  on 
prendra  le  signe  ■+■  quand  l’ordonnée  r sera  négative,  le 
signe  — dans  le  cas  contraire. 


> 
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Usage  des  coordonnées  pqjaires  pour  la  détermination  de  la  tangenttr,  de 
Parc  ) du  rayon  do  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane. 


149.  Nous  prendrons  pour  coordonnées  polaires,  i”  le 
rayon  vecteur  menéde  l’origine  au  pointquelcoiique(x,j’), 
rayon  vecteur  qui  sera  toujours  pour  nous  une  quantité 
positive;  2°  l’angle  u que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  l’axe 
des  X positifs;  l’angle  u sera  positif  lorsque  "le  rayon  r 
SC  sera  mù  de  droite  à gauche , négatif  dans  le  cas  con- 
traire ; cet  angle  peut  d’ailleurs  acquérir  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  a généralement  ^ 

X — r cos  u , y — r sin  u. 


Pour  transformer  une  formule  quelconque  en  coordon- 
nées polaires,  il  suffira  de  substituer  dans  cette  formule, 
à la  pl  ace  des  coordonnées  x,  de  leurs  dérivées  et  de 
leurs  différentielles , leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions. 

I Exemple  : On  demande  de  déterminer  en  coordon- 
nées polaires  l’angle  T,  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque fait  avec  l’axe  des  x.  On  a 


tang  T = 


dy  sin  udr-\-  r cos  u du 
dx  cos  u dr — r sin  u du 


tang  « r 


du 

di^ 


rdu  ' 
1 — tang«  — 7- 

dr 


tang  r — tang  u 
I -f-  tang  r tang  u 


= tang(r— ttj. 
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du  • dr 

tang  (r  — «)  = . cot  ( T — «)  = — . 


Si,  en  considérant  u comme  variable  indépendante,  on  dé- 
signait par  r',  /•"  les  dérivées  de  r relatives  à u , on  aurait 

f 

tang  (t  — “)  = (f  — “)=  n serait  facile  dès- 

lors  de  trouver  l’équation  polaire  de  la  tangente  et  de  la 
normale.  L’équation  polaire  d’une  droite,  qui  passe  par 
un  point  dont  les  coordonnées  polaires  sont  r„,  et 
qui  fait  avec  le  demi-axe  des  x positifs  l’angle  T , est 
r sin  (u  — t)  = s'n  (m„  — r).  En  eflet,  si  dans  l’é- 

quation  tang  r ="- —,  on  substitue  pour 

ÛC  ““  «2^0 

leurs  valeurs , on  trouve 


sin  T rsin  u — r.  sin 

tang  T = = , 

cos  r r cos  u — r„  cos  . 

r (sin  r cos  u — sin  K cos  r)  = r„  (sin  r cos  «o  — sin  «„  cos  r) , 

r sin  (a  — r)  = r„  sin  («„  — r) . 

Cette  équation  est  susceptible  d’une  transformation  avan- 
tageuse. En  effet,  on  a 


«— T =(u  — u„) -+-(«„ — t), 

sin  (u  — r)  = sin  (u — ) cos  («„  — r) -f-  sin  (uo — t)  cos («  — u„) , 
et  parce  que  r sin(u — T)  = rosin(H<,  — t), 

« 

/■sin(u — u,)  cos(«o — T)4-rsin  («„— r)cos'(u — «„)= r,  sin(u„ — r), 
cos(u„ — t)  rsin  (u  — «„)  = sin  (tt„ — r)  [r„  — rcos  (u  — «„)] , 
rcos(tt— u„)— r.  cos(«„— t) 

rsin(u  — «„)  sin(uo — r)  \ / v »/> 

ainsi  l’équation  d’une  droite  qui  passant  par  un  point 

(“o5  '’o)»  fait  avec  l’axe  des  x l’angle  t,  peut  se  mettre  sous 

, . rcos(« — «o)  — r„ 

la  forme V— ? ' — r — = cot  (t  — u„). 

rsin(«t — «,)  '■ 


T. 


i8 
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Appliquous  ces  principes  à la  tanç;ciitc  à une  courbe 
au  point  («,  r)  ; désignons  par  u,  p ses  coordonnées  cou- 
rantes; son  équation  lera  ■>  ... 


fl  cos(o  — u)—r 


_ . , dr  r' 

< ' rdu  r 


P sin  (*  —a) 

telle  est  l’équation  polaire  de  la  tangente.  Pour  obtenir 
celle  de  la  normale,  il  suffit  évidenuueut  de  remplacer,  • 

dans  cette  équation  , l’angle  r par  l’angle  v = t di  on 

"aura  donc,  en  désignant  par  o,  p les  coordonnées  varia- 
bles de  la  normale, 

icosfii  — u)  — r du  r 

“ f 

tSO.  Dans  le  cas  des- coordonnées  polaires,  ou  appelle 
Sous-tangente  S,  la  partie  OT (Jig.  28)  de  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  O INI , comprise  entre  l’origine  et  le 
point  où  celte  perpendiculaire  rencontre  la  tangente;  et'. 

, sous-normale  la  partie  ON  de  cette  perpendiculaire 
con^prise  entre  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  nor- 
male et  l’orîgiiÆ.  Les  longueurs  MT  = T et  MN  = N 
seront  la  tangente  et  la  normale. 

Pour  calculer  plus  facilement  c:es  diverses  longueurs, 
appelons  « l'angle  aigu  compris  entre  la  courbe  ou  la 
tangente  et  là  perpendiculaire  MP  au  i*ayoii  vecteur  O.M  ; 

— a sera  l’angle  compris  entre  le  même  rayon  et  la 

2 C » * f» 

tangente,  et  l’on  aura. 

- ^ ^ * it 

tang  « 


= ± rot  ir  — II)  = ± — r-  = ^ “7—  = rt  — . 


f)r  plus,  comme  tanga  sera  une  quantité  cssentielle- 
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ment  positive,  et  que  ppur  de  très  petives  valeurs  de  Au 

le  rapport  — se  trouvera  toujours  affecté  de  même  si- 

dr  * 

gne  que  sa  limite  — — r' , on  dçvra,  dans  l’équation 

’ r'  \ 

tanga  = , prendre  le  signe  + sHe  rayon  r croît 

avec  |<,  et  le  signe — dans  le  cas  contraire.  Enfin,  en 
partant  de  la  valeur  de  tang  a,  on  trouve 

^ • 

■ cos  « = 4- 


— , sin  • = ± 


V/  r*  -f-  r 

Cela  posé,  le  triangle  rectangle  OMT  donne 

OTOM  „ r , r’  , du 

^7”tangOTM’  ' tanga  r'  “■  dr  ' 

cosOTM’  ■ r'cosa  ’ *' 

_ 1 t.  /dr'-^r^du^ 

Le  triangle  ONM  donne  de  la  même  manière 

• ^ 
OM/  r , , dr 

,«  / tang  ONM  coL<t  ® du 

. " = \/''+£i= 

151  Efî' désignant  par  s l’arc  de  la  courbe  et  par  p 
le  rayon  de  courbure,  on  a , comme  nou^l’avons  vu, 


rff  ' = <ir*  + ± 


dx  d'y  dy  d'x 


Si  l’on  substitue  dans  "ces  dernières  formules  Jes  valeurs 
de  X,  J',  tirées  des  équations 


X zx  r cos  U , y xz  rua  U , 


ib.  . 
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on  trouvera,  après  les  réductions  effectuées, 

I , r{dr d'u-dud'r)-\-('idr^-\-r'du')dù 

=dr‘+t‘  du\  - =±-i — — , 

^ (rfr’ + r'rfu’)’ 

et  l’on  en  conclut,  en  prenant  u pour  variable  indépen- 
dante. 

di*  , I , /•’  — rr"-l-ar'> 

— = r’4-r'%  -=rt: J— . 

rf«*  f _ 

On  abrège  considérablement  les  calculs  qu’entraîne  cette 
substitution , en  remplaçant  les  équations 

x = rcos«,  j^=rsinu, 


par  les  équations  équivalentes 


En  effet,  en  prenant,  par  exemple,  u pour  variable  in- 
dépendante , on  déduira  de  ces  équations 


UK  — I , 
e du , 


^ = (r'+rV^) 
dx  — dy\/ZI{  = (r' — du, 
d'x-\-d^j\/^\  —{r" ^ du\ 
d'x — d^y\/~\  = {r"  — r—  or'  \/^i)  r~ du^ , 


et  par  suite  ^ 
<ir*  4-  dy' 


df  * 


de  plus , 


dxd^y  — dy  d*x 


sera  le  coefficient  de  — i dans  le  produit 
{r'  — r\/^\)  [(r" — r)  + 2 r' l/^] 
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et  l'on  aura 


377 


dx  d'y  — dy  d'x  = [lr'  ' — rr"  + r')  du^, 

r*  — rr"-J-2r'* 

P=± ^ 5 • 

(r‘+ /•'•)• 

Si  l'on  cesüsait  de  prendre  u pour  variable  indépendante , 
on  trouverait , par  cette  méthode , 

dx'-\-  dy'  = dr'  + r*  du' , 

dxd'y—dyd'x  — r[drd'a—dud'r)-\-[idr'-\-r'du')du,eic. 


152.  Soient  maintenant^,  n les  coordonnées  rectangu- 
laires du  centre  de  courbure  correspondant  au point(x,j') 
et  U,,  r,  les  coordonnées  polaires  du  même  centre,  liées 
aux  premières  par  les  formules  ^ = r,  cos  u„  rj  = r,sin«, , 
on  aura,  comme  nous  avons  vu  (n°  154), 

» — y f — X dx'-\-dy' 

dx  ~~^y  dxd'y—dyd'x’ 

et  l’on  en  conclura 


y(i — ^r)  + — j)  __  ^{1 — y) — y{S — j) 

ydx—xdy  xdx-\-ydy 

dx'-{-dy' 

dx  d'y  — dy  d'x  ’ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(x+yn  — — r?  _ dx'  + dy' 

ydx  — xdy  xdx-\-ydy  dxd'y  — dyd'x' 

Il  reste  à substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coor- 
donnnées  rectangulaires  ; or  les  équations  , • 


re 


« W'— I 


f + » 


= r. 


11.1/ — I 
e 


lix dy  =z  {dr r du\/—\^  e‘^ 

dx  — dy  z=.{dr  — rdu\/^^^c  ^ ', 
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donnent  * 

xf +7Ï  =rr,  cos («,  — «), 
ydx — jcdx=  — r’rfu,  xs  — = rr,  sin(»,  — u), 

> tt 

et  par  conséquent, 

r.  cos  (a, — «)  — r r,  sin  (a,  — u) 

— rdu  dr 

..  rfr’  + r'du‘ 


r(drd’u—dud'r)  + (idr^-{-r'du*)du 

Si  l’on  prenait  a pour  variable  indépendante,  on  aurait 
simplement  ^ 

r.  , > r.'  . , , r>+r" 

, — - cos  (a.  — a)  = - sin(a.— a)  = ^ . _rr"  + r> 


on  tire  de  cette  dernière  formule 


, r>  + r'> 

r.sm(a._a)  = r 

/■'  * — rr" 

r.  cos  (a.  — a)  = r r"+r'  ’ 


et  par  suite  ^ 

, r'  r/')* 

tang(a,  — a)  _ r,_  — rr' -l-r*)*  ’ 

ou  bien 

r' 

r, sin («,  — «)  — ± — T--.  ■ - ~ p = ±psin«, 

' ' l/r*4-r'> 


r,  cos(a,  — a)— r = _j_ 


- > ■ — ^ P cos  «. 


155.  D serait  facile  de  parvenir  aux  équations  qui  don- 
nent le  rayon  du  cercle  oscillateur  et  les  coordonnées  po- 
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■»Iaires  du  ceiiti’e  de  courbure,  eu  parlant  des  principes  que 
nous  avons  établis  sur  le  contact  des  courbes.  En  elVet,  le 
cercle  décrit  du  poii^  («,,  r,)  cÿmmc  centre  avec  le  rayon  « 
p,  a pour  équation  ♦ - • 

• ' ■ ' r'  — 2r,rcos(«,  — a) -{- :=  p*. 

Pom-  que  ce  cercle  ^devienne  oscillateur  d’une  courbe 
''donnée  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe,  c’est-à- 
dire  po’ur  qu’il, acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  un 
contact  du  second  oidre,  il  faudra  que  non-seulement 
* les  coordonnées  u et  r,*mais  encore  les  diflérentielles 
du,*el'u,  dr,  rf’r  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives 
au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à la  courbe. 

'En  d’aiftres  termes , les  valeurs  de  u,du,  d*u,r,  dr,  d^r, 
'tirées  des  Quations  de  la  courbe,  devront  satisfaire  à l’é- 
quation du  cercle  oscillateur  et  à ses  équations  difl'éren- 
tielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre.  D’ailleurs  ces 
trois  dernières  équations  peuvent  s’écrire  comme  il  suit  : 

[r.  sin(«  — “i)l*  + ('■|  cos(it  — «,)  — r]*  =:  p‘, 
rr,  sin (a  — u, ) «/«  — [r cos ( « — «, ) — r]drz=o, 


f »sin  (tt— [rcos(u— «,)— r}(d»r— ^{dr*-i^r*du*). 

On  en  tirera  v 

rco9(u — Utl—/' r^t  sin  (« — «s) ( L'" i »in(u-«,)I»-4-[riCO»(«-ii,)-rJ»  J » 

^ ' l/*-  -t-  r'rfuT 

^ ’f  r,8in(ü-tt,)^/</*u«4-‘2</u</r)-[r,cos(a-u,)-r](rf»r-r4i«») 

^ r{drd*u  — dud*r)  -+.  (a<ir>  -h  r*da^)du 
dr'  -h  r*  du* 

, r{drd*u  — imd*ri  -f-  r*du*)du‘ 


Cettft  dernière  formule  contient  toutes  les  équations  que 
nous  avons  d’abord  obtenues. 

n reste  à montrer  quelques  applications  de  ces  for- 
mules générales. 


V 


Digilized  by  Google 


a8o 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


i”'  Exemple  : Spirale  d’Archimède,  r=  au.  Si  l’on 
désigne  par  b le  rayon  vecteur  correspondant  à u = an , 
on  aura 

b = a»a , a = — , r U,  , 

’ a»  ’ a»  ' 


et  la  spirale  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  mobile , qui , en  même  temps  que  le  rayon  vecteur 
fait  une  révolution,  parcourt  sur  ce  rayon  vecteur,  d’un 
mouvement  uniforme,  une  longueur  A.  On  aura,  dans 
ce  cas  particulier , 


r' = a,  r"  z=o,  tanga  = cot(r — u)=—, 

• t ^ 

^ «■+(»•+')■  ^.,r, : 

(tt’-f-a)’  t.  «’+a 


Pour  M = O, 


I 

r=o,  tang«  = cotT=sr  tango,  = - = oc,  ■ 


r 


a 


pour  U = oc , 
tang » — O,  <t 


O, 


r. 


a. 


On  conclut  facilement  de  ces  valeurs,  i°  que  la  spirale 
d’Archimède  touche,  à l’origine  des  coordonnées,  le 
demi-axe  polaire  5 a“  que  pour  des  valeurs  croissantes  de 

U l'angle  a et  la  courbure  - décroissent  indéfiniment,  tan- 

dis  que  la  valeur  de  r,  croit  sans  cesse , mais  de  manière  à 

rester  comprise  entre  les  limites  ^ et  a ; 3“  que  pour  des 

valeurs  très  considérables  de  «,  le  rayon  mené  de  l’ori- 
gine au  centre  de  courbure,  est  sensiblement  égal  à a et 
sensiblement  perpendiculaire  au  ravon  vecteur/’.  En  éli- 
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minant  a entre  les  équations  qui  donnent  tang(u,  — u) 
et  r,,  on  obtiendrait  l’équation  de  la  développée  de  la 
spirale  d’Archimède,  développée  qui  est  elle-même  une 
nouvelle  spirale  oiTrant  un  point  d'an'èt  correspondant 

aux  coordonnées  r,  = -,  u,  = -,  normale  eu  ce  point  au 

cercle  décrit  de  l’origine  comme  centre,  et  qui,  en  s’é- 
loignant de  ce  même  cercle , fait  autour  de  l’origine  ime 
inhnité  de  révolutions,  de  manière  à s’approcher  déplus 
en  plus  d’un  second  cercle  concentrique  au  premier , et 
décrit  av(;c  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
conférence et  la  nouvelle  spirale  qui  s’en  approche  ne  se 
rencontreront  jamais , on  peut  dire  que  ces  deux  courbes 
sont  asymptotes  l’une  de  l’autre. 

2“'  Exemple  : 

, nr  „ n(n—i)r 

r=zau",  r ■=znau’'~'-=  — , r =— —, 

h'  u'  ' 


, , n t u(n 

tang«=cot(T— u)  = -,  - = — i— 


(n‘-hu‘)r 

tang(u.-u)  = u + ~, 


pour  n = o , 

. ' *■ 

tang«z=cotr= -,  <»=-; 

O 2 

pour  « = 00  , 

tanga  = O,  az=o,  tang(u,  — u)=-. 

On  en  conclura  que  la  courbe  touche  à l’origine  le 
demi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
de  u,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
même  hypothèse  les  valeurs  de  p et  de  r,  correspondan- 
tes à des  valeurs  nulles  ou  inlinies  de  l’angle  m,  seront, 
comme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à moins  que  n — i. 
'l"”"  Exemple  : Spirale  •hyfierbolique , ainsi  nommée  à 
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4»^ 


raison  de  l’analogie  de  son  équation  ru  = a {^a  désignaut 
une  coiMlante  positive)  avec  celle  de  l’hyperbole  rappor- 
tée à ses  asymptotes.  Elle  prend  son  origine  i une  dis- 
tance infinie  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  pôle  dont  elle  s’approche  indéfiniment,  mais  sans  l’at-^ 
teindre,  puisque  l’on  n’a  r = o qu’en  attributVQt  à l’angle 
U une  valeur  infinie.  On  a dans  ce  cas , 


a 

2a 

' 

r' 

# 

r"  : 

1 

* 

0 

COt(r — u)  = 

1 

I 

u*  1 

taDg« 

= — 

“ ) 

— 

3 .r. 

y 

u 

P 

tang  (u,— 

u)  = 

=1 

1 • 

b’ 

pour  u = 0, 

t 

•r 

P 

1 

JT 

1 

tang  et  = — 

cotr  : 

= tonga,  = 

0’ 

a ~ 

P=r. 

0 ’ 

■ 


pour  U = 0©,  ^ 

Ung<i  = o,  «=o,  tang(a,  — u)=-<  ^ = r,  = o. 

.De  ces  équations  l’on  conclut,  i“  que  l’angle  « est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de 
très  petites  valeurs  de  u,  c’est-à-dire  dans  la  partie  de  la 
spirale  hypcrboli^ie  qui  est  très  éloignée  de  l’origine  et  r 
se  confond  à très  peu  près  avec  l’asymptotej'  = a de  cette 
courbe;  2®  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l’angle  «,  • 

l’angle  « diminue  sans  cosse,  depuis  « = “ jusqu’à  a = o. 

c’est-à-dire  que  la  spirale  tend  toujours  à devenir  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur;  3®  que  le  rayon  de  cour- 
bure P et  le  rayon  vecteur  du  centre  de  courbure  r,  dont 
les  valeurs  sont  d’abord  très  grandes  finissent  par  s’éva- 
nouir. En  éliminant  u entre  les  équations  qui  donnent 
tang(u,  — h)  etr, , on  obtiendrait  l’équation  de  la  déve- 
loppée qui  sera  une  nouvelle^  spirale  s’approchant  aussi 


r 

r 
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/ 

indétinlment  de  l’origine  sans  pouvoir  jamais  l’atteindre. 

4""'  Exemple  : Spirale  logarithmique  « = Lr,  r = a“ , 
r = e“‘“  («  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes 
représenté  par  la  caractéristique  L , base  que  nous-suppo- 
serons  plus  grande  que  l’unité).  Pour  u = o , on  a r=  i . 
Lorsque  l’angle  u croit  positivement , r augmente  de  plus 
en  plus.  Ainsi,  en  partant  du  point  A , la  courbe  forme 
autour  de  l’orjgine  une  inûnité  de  circonvolutions  et  s’é- 
loigne indéfiniment  de  ce  point.  Si  l’angle  u croît  néga- 
tivement , le  rayon  vecteur  diminue  de  plus  en  plus  et  la 
courbe  s’approche  indéfiniment  de  l’origine,  sans  pouvoir 
jamais  l’atteindre. 

De  l’équation  r = e“’“  on  tirera  ..  . 

r'  = rlfl,  r"=±rla’, 
tanga  = cot(r  — «)  fcla, 

P = (i  -l-la*)'»’  = (i  -f.  r = — — . 

' cosa 

L’angle  « est  donc  constant,  c’est-à-dire  que  la  tan- 
gente, et  par  suite  la  normale,  font  constamment  le  même 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  De  plus,  pour  obtenir  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  M,  il  suffit  29) 
de  mener  par  les  points  M et  O detix  perpendiculaires, 
l’une  Ofji  au  rayon  vecteur  OM , l’autre  à la  tangente 
MT;  Mp  sera  le  rayon  de  courbure  cherché.  En  effet,  on 

a Ma  = = p.  Cette  construction  et  l’équation 

cos  a ^ 

% 

P = — — montrent  qiie  ce  rayon  de  courbure  est  égal  à 


la  normale.  A l’aide  de  cette  propriété,  on  démontrerait 
très  simplement  que  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  tme  autre  spirale  logarithmique.  En  effet,  u„  r, 
étant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  on  a 


«1 


^r'  — r\a  = la 
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d'uù  l’on  tire,  en  substituant  pouru  sa  valeur  u = u, — 


n 


r,  = lae  \ V = c V ^ 


_l«î 

ou  en  posant  lae  ’ = e*, 


étpiation  d'une  nouvelle  logarithmique  que  l’on  décrirait 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  l’origine,  de 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  de  droite  à gauche,  un  angle 

égal  à - — ^ (a  étant  égal  à la).  On  serait  parvenu  au 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à établir 

r,sin(«,  — B)  = r'=^,  r,  cos(u,  — «)  = o, 
d’où  l’on  conclurait 

«,  = B 4-  - > r.  = rlai  etc. 
a 

134.  Terminons  ce  que  notts  avions  à dire  sur  l’em- 
ploi des  coordonnées  polaires,  en  cherchant  la  différen- 
tielle du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  secteur 
OAM  = S (Jîg.  3o)  décrit  par  un  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S croisse 
en  même  temps  que  l’angle  u ; S sera  une  fonction  de  u 
que  l’on  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  En  effet, 
donnons  à u un  accroissement  Au , le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS=  OMm.  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM,  Om,  décrivons  deux  arcs  de  cercle  .M.M',  m/u'.  En 
supposant  que  l’accroissement  Au  soit  assez.  j>etit  pour 
que  dans  rintcrvalle  de  u h M-f- An,  le  rayon  vecteur  ait 
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coustammeul  crû  ou  diminué,  l’accroissement  AS  sera 
compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  MOM',  mOm' 

ou  entre  les  deux  quantités  et(r-|- Ar)’  ^.Le  rap- 
port ^ sera  donc  aussi  compris  entre  les  deux  rapports 
(r-fir)’ 


et 


— . Donc 


qui,  à la  limite,  sont  tous  deux  égaux  à 


sS  dS  r‘  r^du 

lira.  — = — z=  — , dS  = . 

àu  du  i a 


Il  est  évident  que  si  le  secteur  décroît  quand  l’angle  u 
augmente , on  aura 

dS: 


r'du 


• •% 

Si  l’on  voulait  avoir  en  coordonnées  rectangulaires  la  va- 
leur de  </S,  il  suffirait  de  remarquer  que  les  formules 


X — /K  — I = nf 


— «l/Z-, 


dr-^-dy\/'—i 
donnent 

xrfr  — = r^du, 

donc 

xdy  —ydx 
a 


{dr—rdu  l/— l )> 


rfS  = 


r*du 


Cette  équation,  comme  l’équation  dS  = suppose 

que  le  secteur  augmente  ou  diminue  en  même  temps  que 

l’angle  u ; autrement  on  aurait 

r’d«  xdy— ydx 

aSsss  — = — m 
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> “ - 
( 

Proprii'tcs  des  courbes  planes  ou  à double  courbure,  situées  d'aune  manière 
quelconque  dans  Tespace.  Tangentes,  plans  tangents.  — Normales , 
pian  normal.  » Asymptotes.  ^Points  singuliers. 


155.  Considérans  une  courbe  quelconque  et  sur  cette 
courbe  deux  points  M et  M',  dont  les  coordonnées  soient 

^ 2).  4-  âx,  ^ 4-  /^jr,  Z 4-  as).  . 


ha  sécante  qui-  passera  par  ces  deux  points  fera  avec  les 
axes  des  angles  a,  b,  c,  dont  les  cosinus  seront  propor- 
tionnels aux  différences  des  coordonnées  des  deux  points, 
et  l’on  aura  - . 


cosa  cos 6 ^cosc_2_*_j 

ix  û»  , + 

cosn=± — .J  ..  - -, coso=4:  - — r , 

l/AX*-t-A/*4-Aa*  V'  AX*-J-Aj'’-f- AZ’ 


cosc  =r 


AZ 

1/ax>4-  A^^+Âr  •' 


Concevons  à présent  que  le  point  M'  vienne  à se  rap- 
procher iudéiininu'^t  du  point  M , la  sécante  qui  joint  ces 
deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à se  confondre  avec 
une  droite  que  l’on  nomme  tangente  à la  courbe  donnée, 
et  qui  touche  cette  courbe  au  point  (x,  y).  Si  l’on  dési- 
gne par  a,  6,  y les  angles  que  cette  tangente  fait  avec  les 
axes;  par  r,,  ^ les  coordonnées  de  l’un  quelconque  de 
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cosa  = lim.rh: 


dx 


A_^*+âz’  ' \/ -|-  rfï*  ’ 

rfr  • *.  dz 


. — — ,cosy=l^  : — 

K <4r’ -f-rfz*  V' 

__  f-— ,r C — a . , ■ V ^ 

dx  . dj- 


dz 


telles  sont  donc  les  équations  de  la  tangente  que  l’on 
déduirait  immédiatement  des  équations 


œsn 

AJ? 


.cosi 

'W 


cosc 

AZ 


en  passant  à la  limite  , et  qui  s’étendent  même  au  cas  où 
X , J',  S représenteraient  des  coordonnées  obliques. 

On  dit  qu’une  droite  est  normale  à une  courbe  en  un 
point  donné,  lorsqu’elle  est  perpendiculaire  à la  tangente 
en  ce  point.  , > * 

Cela  posé,  on  pourra  évidemment  mener  à une  courln; 
par  chacpic  point,  une  infinité  de  normales  qui  seront 
toutes  comprises,dans  un  même  plan.  Ce  plan  unique  est 
ce  qu’on  appelle  le  plan  normal.  Il  est  perpendiculaire  à 
la  tangente,  et  passe  p^r  le  point  (x,  y,  z).  Son  équation 
sera  donc , en  désignant  par  f , tj , ^ les  ooordonnée.s'de  l’un 
quelcontpie  de  ses  points,  • ^ 

(i — x)cos«-4-(i^ — y)  cosî-f-(Ç  — z)cosy=o,, 

* ^ « 

ou,  en  mettant  pour  cosaV  cosS,  cosy  les  quantités  pro- 
portionnelles rfx,  ^/y,  Ji,  ^ 

''  {? — x)dx+{n — = '* 

156.  Supposonsque  u=F (x-,y,  ^)=o,  v=f(x,y,  z)=o, 
soient  les  .équations  de  la  courbe  donnée,  c’est-à-dire  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment,  on  aura. 
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en  difréreiiliaiil, 


du 

djo 


du  du 

dx  — 7-  dr-{ T-dz7=.o, 

dy  * dz 


dv  dv  du 

^^+^dy+-dz  = o. 


d’où  l’on  tire,  en  éliminant  tour  à tour  dz,  dy,  dx. 


dx  ây  dz 

du  dv  du  dv  du  dv  du  ih  du  dv  du  dv  * 

dy  dz  dz  dy  dz  dx  dx  dt  dx  dy  dx  dx 


cos«  co#C  C08y 

du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dv 

dy  dz  dz  dy  dz  dx  dx  dz  ^ dy  dy  dx 


/du  dv  du  dv\*  / du  dv  du  dv\*  A 

V \jiy  dz  dz  dy  J dx  dr  \- 


du  dv 

dxdy 


du  dv  ' 
df  dx) 


et  les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  normal  de- 
viennent 


/ du 


du  dv 
dz 


f— J _ •—y  _ Ç-f 

du  dv  du  dv  du  dv  du  dv  du  dt'  du  dv* 

dy  dz  dzdy  dz  dx  dx  dz  dxdy  dy  dx 

du  dv\  , . . f du  dv  du  dv\  , . 

(du  dv  du  dv\  ^ , 

-ÿü;) 


Les  dénominateurs  ou  les  coefficients  de  | — x,  n — _y, 
Ç — Z se  forment  très  simplement,  en  écrivant  sur  deux 
lignes  les  quantités 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

di'* 

âfe  ’ 

Ty' 

'dz' 

dv 

fh 

dv 

dv 

dv 

dv 

di' 

Ty' 

dz' 

dx' 

dy' 

~dz' 

partagées  en 

1 trois  groupes , 

et  m 

ultipliant  en 

croix 
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Si  (iaiiü  U'9  deux  équations  diiréwntielles 

**  dit  * ^ du  • ^ du'‘ 

. • dr  * dy-^  dz  -^^ 

' ^ dv  du  dv 


dy 


. 


I 


on  substitue,  pour  Ær,  dj,7dz,  les  quantités  proportion-,  ,- 
Iiclles  l_-~XyV  —y,  ^ — 2 ; f , »!  élant  les  roordonnées 
J ^ d’un  püint‘ffu<?lconqtie.de-la  tangente,  oika,  pour  les  deux  * 
«Vjuations  devenue  ligne,;  • . ' * ■ 


du  ' 


't  . 


S . 

* ' .d> 


î 


m.  '■  * 


/ . \ dv  , f ' , »A*  . , . tiv 

df, 


• . ^ équations  re^-ésentcnt'deux  plans  qui  qnt  la  tangente  * 

*■  ' Jiour  coœmtlue  ijiterseetion.  ^ • 

' J,  Si  l’une  des  équations  "de  la  eourbe^  u = o,  paç  é^ejb-  .* 

^ p\e,  hc  ren(prmait  qui!  deux  ^arîaClps  af,^,  elle  représen-  • 

^ I tarait  la  projéetiou  de’ la  courbe  sur  le  plan  des  xy,  et. 
l’équation  à • '*  ‘ 


* ■ du  .>  , ,</u  r - - 

représenterait  à la  fois  et  la, projeSlion  de  la  tarigeqjc  à là  * 

^ eoufbc  dans  l’espace,  , et  la  fan^ente  la  projection;  et  * 
comme  Uî  plan  des  xy  est  quelconque,  pn  en  ennehirait  • ; 
.généralement  que  la  projertion  de  là  tangiînte  à une  çourbe  ' 
* ' (pieleonquc  sur  un  plan  donné  se  confond  loujonrs  avec  la^ 
r tangente  «à  la  q)rojeetion'deria  courbe  %ur  ce  même  plan.  . 

* i^Ce  4>épnplb« 'résulte  4’ailleurs  éviilemment  de  la  délini- 
tion*même  de  la  tangente,  puisque  les  tangentes  à la  courbe*^ 
çt^à  sa  pi;f)jeetion  sont  Icfliiiti^es  dont  s’ajiproebent  indéli- 
ninlAiit  la  séfant(;.et  sa  projection.  ' ** 

Oir  applln  plan  langent  à iinè  eôiirbe  (loniiée\in  idan 

» . 'i”  , ' • * < . • ' 
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♦.  * 
% 

% r' 


■ • 


* # * q&elr.oljqfie  passant  pa»  Il  |pi%cnt^  i^a  en«l^  dohc  uiriï  ' " 

infi^ift^,  j|t^n  appelât  gdn^alijpfenl^ /,‘  /«,  /»  'les*augl« 

* \ 'que  Ip  ufM^Qâiçifl<(|t'e  à l'un  qu^'lcoÿque 


' avec  lès^xes^  ilnêra  j^cllAn|eftt  tàsgertt  si  l’ofca  1a^ 

* -'•  ' ’'%  "fc  a & - 

roS^ct»« + -+» ’C|)S«-Æ#y=:  . as 


* ■%■  iS7.0n*déie  rn|fn^  a|cf>  faci^té  li^'asyitp^ëg^Û^  ^ 

*•  court>e  tracée  d’une  ^a^nièrc  qu^lc^^ffic^  mpi 
sdit  en  rema^juaiîf  qug'ce.îïs^n^tü4|^i  *“  ’ 
jectious  siir^es  plaife  de8^ooI■ddhf^ecs  le; 


^ jectious  siir  les  plaife  _ ,j 

proiectiona.5e  Iti  couifto , soit  obserTanf  gr 

^ W V ^ n.  Z = ii.r  -4“  n.  ^ ^ 


< ^ % * 


K*  «:?* 


^süM  fcsx^quatîpns  de  ces  asymptotes,  les  A^ale^sdejf  et  de  ^ ■’«  ^ 

• ^ ’ » «‘tiréM  des'éqmtions  de  la  courfc  donnée  pournyit  se  met;^,  ■ ■*  V 

. •*  tre  spûç  la'foriûe  » ,*'  » . i * "*  . * ’ 

* .'  * >.'■  • ‘'••^•*■<"4..  S 

‘ V *,  ♦ ^ 0 ^ ^ tk  ^ ‘ 

* r » J'  — />+  *, , î = /W4-  '■  , . ■’ 

. ' - •’  ' * . ■ • t-  • * •» 

y~  ^ A et  i'se  Tçdilisant^scnaiblement  pour'djïirès  grandes  ' • 

\ »*  ’ valeurs  de  a:.  D’oji  fon  tire  éfjdeinnBent  *',*  . ^ . » 

• . * ' ■ ’ ♦ r * ■!*'  V ^ ’ - ' «• 

1.  > ■■  .TO  m^iin.  - , n = linii.--,  '*.  ♦*•  1 . " 

- • ■*  /*  **'  *,  *’.  ■ ' ’ 

* ■ *’  ^ = lim.(/ g — lim.  (z— '/U:).  \ \ » .♦  "'• 

* •*.*  sv» 

,*  Ainsi,  "pour  calçiilcr  ks  cocffidiiÿits  »w  et  m,  il  faudra  0 
* i’>  poser  dans  les  ét^uations  de  lî  courbg,  jy  = sx , ie  ^ . 

**»'  «ppis  cherçher  Ja  limite  t)u  les  limites  <»’ers  fcsquellfcs  con^^s^  \> 
vergent  les  var^les  i et  t,  tatjdij  que  la  yaleur  de  x etoît  * 

« ' indéfinimwt.  Ap4ïs  aVoir  trejivé  m^et  n ,^on^obtiendra  " 

' • et  ÿ en  posant  ' » ^ , i* . » ^ 


*» 

♦ 


\y  — mx  — ,f,^  Z ~^ng  t. . 


* « 


• , . 'MJ  - J--» 

et  eherebahties  ümitps'de  de  t,. 

Le  e^ileul  qui  précède  donnerait  seyldmen^  les  aSymp-  . *. 
• V-  /■.  '«  ^ % *" 


Jt 
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« JJ  * , • * **  •»  » ’ 

• non  pM-allèlos  ^ pl^i  tk's_%5 ;•  mai^  en  changeant^ 

* entré  elles  l*s_cocip(tennées  on  oblienclraities  asymp- 


g(l’ui<»^‘oui<bë  tracée  dans  ITs^r*^  ont  ^dinairenns 

/rli^pitn  (^s  planté  coordonnés  des  points 


^pf>9cations.  ■ ^ * • 


; B’ellips&.^godui'te^ar^'intcrscctign 
* du  cylindre  à Mge  cM^iJ^e  ■+■  y^^R’^rao  et^îT 

pbft»  V = Ajf  4-J^ -H  Crf  =îd'  On  trouvera  ' 


J.  *•  ^ ^ 

• *’  O,  A<te,+ Bdy .-+- Ofe  O,  V • •• 


« cos^ 

♦ 


*1'  **  * 'TT^/(’’^->^)=^.A(f-,-.r)+V(a— r)ifK:(Ç— î)  = ô, 

0.  #“  / * U * 

^ - ouenfi*,^  ^«^s.  • . ^ ’ 

» I > ' ^ = / ; . 

*.  ties  «lerûlères  équations  représentenft  comme  on  devait' 

^ • J*  - ^ ’»• 

‘ . ’9-'  ' 


; 

*.  V . • • 

» « 

> 


Z'  . 


• . • 
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s’y  allendi’c,  la  tangente  au  etp-ele  b^e  du  cylindre  , cl  !<• 
plan  mùine  de  la  courbe. 

L’«ktualion  du  plffn  normal  sera  ^ • 4 ^ ' 

\ C(ljK  — «ix) + (Bx — f^x)(^  — z)'~o.  . .. 

*.  a""’ Æ'areny;/)*  : La  courbe  produite  pab  rintenscctiou  du  '*■ 
cône  droit  êt  du  plan  Ax-b-'l^+Cb  = 0.  > 

Les  équations  de^la  tangente  s«;rQiit  ^ , 

. ' + = A*  V bV+ CÇ  = oi-  - * 

; ^ * *• 
relies  du  plan  iHU'ilial  ‘ • i - ' ■* 

■ *1^  (B^ — ^’>) B.’z  + ( Br — Aj)  ( Ç — Z — R’z}^  O. 

* . " V • 

,Les  équations  de  la  tat^c'nte  r<qiré'sentent , comme  yn 
'pouvait  le  prévoir,  deux  plans  ? le' plan  de  la’courbe  et  ♦ • 
un  plan  passant  par  l’origine  et  le  sommet  du  cônje.,  ^ . 

a""'  Exemple  : La  courbe Jnterseciron  delà  spbèré  , • 

- V JT>+>f  +z.î=  R>,  , ‘ ' ' 

et  du  cylindre  droit  . * . * • 

- ^ ^ .-F-.-' 

(^_i.R)>+z>=  ;-R%»  OU  R^:+z'=o,  , ■ • ' 

dopt  la  base  est  un  cercle  qui  a pour  diamètre  le  raypn 
de  la  sphère.  Cette  courbe  a pour  pi-c^eclion  sur  le  plan' 
des  3^,  la^  parabole , * *»'•-  V • * ^ t 

. ^ * Jk. 

sur  le  plan  des  za:,  le  cercle  . * ■ 4 -,  ' '' 

^ ^2*  = O , * 


* 

♦ V 


sur  le  plan  des  yz , la  lemniscale 

■ k *R-z>.ï=r*(^>- 

4 . 4»  ♦ ■ T 

La  Uhgente  à iS  courbe  proposée  am  a donê'pour  pro- 
jections les  tangentes  à la  parabole,  au  cerclç  e.t  à la  lem-  * 


. part 

*» 


•»  ••  • 


4 / 
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iiiscale,  c’cst-à-îreles  trois  droites 

' 

+ T-^).  ' 

. . • (x— iR)f + îÇ  = -lR«, 

• — (R’  — 

L’équatien  du  plan  normal  peut  être  mise  sous  la  forme 

_Pl, 

X î 2X  \ _r  Z y J.  *- 

• \ 
et^l’on  rcGonnait  qu’M  contient  le  rayon  mené  de  l’ori- 
gine au  pojnl  ' '*  * 

Exemple  : l’hélice.  Considérons  un  cyliiidi-e  droit 
"dontia  base  sur  le  plan  xy  soit  le  cercle 


et  dans  ce  cercle  un  rayon  mobile' qui,  appliqué  d’abord 
sur  l’axe  des  or,  tourne  indéfiniment  autour  de  l’origine 
avec  un  mouvement  direct  ou  rétrograde , c’est-à-dire  de 
droite  à gauche,  ou  de  gauche  à droite,  et  soit  u l’angle 
variable  décrit  par  le  rayon  pris  avec  le  signe  -f-  ou  avec 
le  signe  — , suivant  (jue  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde. Si  maintenant,  à partir  de  l’extrémité  du  rayon 
mobile , onqvorte  sur  la  génératrice  du  cylindre  , dans  le 
sens  des  z positifs  lorsque  u sera  positif,  et  dans  le  sens 
des  «'négatifs  lorsfjue  u deviendra  négatif,  une  longueur 
proporfionnellu  à l’angle  «,  ou,  ce  qui  revient  au  même , 
à l’arc  ± R«  compris  entre  les  cêtés  de  cet  angle , et  r«!- 
présentée  en  conséquence  par  un  produit  de  la  forme 
rt  aRu,  a désignant  un  nombre  constant,  l’extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  courbe  à double  courbure , 
appelée  hélice,  et  dont  il  est  facile  d’établir  les  équations 
et  les  propriétés.  En  effet,  soient  or,  j',  «,  les  coordon- 
nées de  cette  extrémité  ou  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe,  on  aura  évidemment 

X = RcüS  « , y = R sia  « , z = «R«  , ’ 
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2q4  • CALCUL  pjFFÉRESTIEnu^  * *,  ^ -é 

' ■ ■ f-  ' ' 

et  l’on  en  conclura  . ' • . • 

X ‘y 

-4-  r*  ='R’ , * = aH, arc  cos  - = cR  arc  tang  - j 

dx  = — Rsin  U rfw,  , ^ p.  cos  udu,  , rf»  a&dat-, 

(ir*  = </x’ 4- + — ' 

jt  dy  ' Obs  U 
«os?=  — — 


••  t 
t 


sinu 


dx 

cos«=  T"  — — . 

k 

. co  s y = ■ 


•<w' 


1 ' * *•  , • 

et  il  résulte  évidemment  de  la  dérnière  de  ces’é({uations’, 
que  l’angle  y formé  j^r  la  tangente  à la  courbe  avec  l’axe  -, 
des  Z,  et,  par  suite,  avec  la  génératrice  du  cyljnd^rc,  *r 
un  angle  constant.  En  vertu  dq  cette  propriété^  la  coûrbe*’  _• 
se  développera  en  ligne  droite,  quand  oïl  développera  le 
cylindre  dont  elle  fait  partiè.  On  trouvera  de  p||is,  poul- 
ies équations  de  la  tangente , . » 

t f X II  — 


— sina 


cos^a 


et  po4^r  l’équation  du  plan  normal , ^ ^ . 

■(,  __y)cosa  — (f  — x)sina  + a(Ç — a)  = o. 

L’équation  z = a^^  arc  tang-^  représente  1&  surfacelié-:  ^ 

liçoïde  engendrée  par  une  droite  qui  reste  toujours  com- 
prise dans  un  plan  mobile  perpcndiculairç  a 1 axd  des  z , 
qui  rencontre  cet  axe  au  même  point  q^uè  le  plan,  et  qui 
tourne  autour  du  point  de  rencontre,  de  manière  à dé- 
crire, dans  le  plan  mobile,  des  angles  proportionnels  aux 
distances  parcourues  par  le  point  dont  il  s’agit.  Cette 
même  surface  coupe  évidemment  le  cylindre,  suivant  deux 
hélices  dont  les  points  correspondants  se  trouvent  situés 
à écale  distance  de  l’axe  des  z,  sur  la  droite  génératrice  de 
la  surface.  ^ 
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•fitJlTIEllIE  Ll^GOlV 

^>'1  ■ 


. - >:  v-:  ’ 

, " • * • 
ff^a^lcdru^uo»  — JV*  Unuroaale  priucipaie. 

a 


••  * /.»?5  * *•  * - 

J _ • ’«  ,459»  plan  {tsculatcur  ^’iiac  courho  quel- 

. , .co^lque^;^^*up  point  donné,  le  plan  qui  contient  les  deux 

' t^n^toites'mÿécs  à ce  point^ct  à* un  point  inûninent  voi- 
. ■ - - * sin , ou  le  plan  ^Ui  passe  par  deux  tangentes  consécutives, 

. ou  enfjn  le  f>lan  qui  passe  par  trois«l)oints  infiniment  voi- 
^ *’  sins.  Èn  paHautde  ces  défiuitrojis,  on  trouvera  facilement  > 

* l’équation  du  plan  dont  il  s’agit. 

« . ' Méthofle.  Dési^pns  par  a:,  J',  i , les  coordonnées 

^ du  point  de  la  courlx;  ; par  a , o , y ,iles  angles  que  fait  avec 

, ' 1«6  axes  la*  tangente  en  pe  point  ; par  ^ , rj , ^,  les  coordon- 

^ nées  de  l’im  quefconque  des  points  du  plan  osculateur; 

angles  inconnus  que  fait  avec  les  axes  la- 
^ perpendiculairctl^ce  plan.  Son  équation  sera 

^ \'*4  (f — «r)cos/+(s — _y)cQS/n  4-(Ç. — z)oosn  = o. 

P •• 

..  . * Ce  plan  devant  passpr  par  la  i"  tangente , et  par  une  tan- 

-,  • *-*  gente  très  voisine,  qui  fera  avec  les  axes  des  angles  dont 

• . les  cosinus  seront 
• • (• 

, C0Set-l-AC0S-=:COS«  + rfco5«.(l +i'), 

cos  C + a COS  C =r  cos  C-f- dcos (T . ( I + •") , 

• - co5y  + aco8y  = cosy-f-rfcosy  .(l +i"), 
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CAIXUL  différentiel.  ^ Jt  * 

(e\  e'  t"  étant  des  quantités  très  petites)',  on  aura 


cos«  cos^<4-cos£  cosm-4- cosy  cos«  î=  q,‘  y * ,•  ' 

[cos*-t-rfcosse.(i +i')]c<*/+[pos€4-'^'^f-C‘"^''l“’*'”  ’ 

+[cosy4-'/cosy4r-|-0>casjr5o,.  ’ 

ou,  en  réduisant  et  supposant  que,,  la»sifcq^,ii«lPtc 


OU,  «n  reauisaui 

devenant  infiniment  voisine  de  la  première.,  . 

......  Ê *■  * rit  <• 

e',  e , é , s évanouissent,  • * 

. • ■»  ^>1,;  t 

cosacos/+cosC  cos/«+ïOsy^rt  « s ^ 

rfcos«.cos/-P</cosS.cosw +rfcoS7**R/»=^o*  . r , 

* . . " r,,.*  1 . * t 

On  tire  de  ces  deux  équations , jointes  a l eijuadon  f^nnue 

• '%  ’ " 
cos’/  + cos’m  + cos’/i  — . * 


co8*m  * r-w»»  y»  . _ 

<»-«»»‘*co8  V cos  otd|08  C-co8«coa« 


^.C?8  n 


(eo.Wco8y-co8ydco8f)-+(cos></cos..co..</cosy)*+<co8.'/co,C-.osMco.,)q, 

Les  valeurs  de  cos/,  cosm’,'eosn,  et  par  suite  l’équation 
du  plan  oscillateur , se  trouverdtat  ainsi  complètement  dé- 
lermînces.  Comme  on  a ^ * 

dx  m * 

«"•“a-’  '“'■=a’  ;“’=*■ 

•les  équations  qui  précédent  i»uvent  st'  mcttic  sous  la 
forme  • * • 


C08  l 


coa  m 


ér4-^4 


En  prenant  Tare  5 pour  variable  indépendante , on  aurait 


,dx_d'x  1 ^dy  d'Y 

fis  ~ ds’ ' df  de  ds^' 


I ^ d>z 

ris  ds  — ds’’ 
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• ^ ^ < 

aï-suite 

• . * * . 


t i.  ^ , ,COS/  ^ ~'*  li  J ^ '*0^^^' 

, dyd'z — fi  Zip  r dzff'x  — lÜt 

■•/*_*  ■'•-•■■k-JI  ' " . ""  ~ ' 


Ôii  a'de  plus  ■• 


,/  •■  ■* 


• ' ‘ {<fyd^z—^zd'‘jrY-\-{dzd*x — flxd^zf -\-l^djcd'y  — dyd*xY 

.*  ^ ’ z=  '(f/jT>  + 

, * • — {t^d'x -\- ^ d^ -\- did^z)'',  . 

. * • . * ■ • 

• _ » ' ! - 

^ ^ on ^ d’aillçùfs  ^ puisque  S est  vaciable  indépendaute, 

■ * * • , ' . * • • 

dx^'^Sy'  -\-dz'-=ds',  dxd'ie-^  dfd'y-\-0zd'zz=zo, 

, ' * . ’ ■ *.  * 

• rti  aura  donc  enfin  * 


* cos/ 


cos/n 


coin 


dyd^z—thid^^  f dzd^x—dxd'z  dxd'y—dyd*x 

«'I  • 


= ±-^ 


(</'»)>*  * 

'•1  ^ * 

Si  l'on  -cessait  de  prendre  l’an;  s poip-  variable  indépen- 

• , .dant%,  on  aurait  * ^ • 

a dyd  — — dzd~  = -^^  [dy(dsd‘z—dzd'sy-^dz(dsd’y—^yd*s)] 

1 • « 

* = ^ (dyd*z  —dzdy) , 

dzd^ — dxd^  =z-^  (dzd'x  — dxd'z), 
d.i  ds  ds  ' , 

' d-  dx  t ' * 

L’équation  rtx‘  ■+■  rfy’  •+■  dz’’  = ds’  donnant^  d’ailleurs 

dxd’x  dyd’y  y- dzd‘z  = dsd‘s, 
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. •^98  •'*. . • - ! • ” calcul  DjFFÉRStlTIEl.i, 

on  trouverai/  * ' • , * * '**'/• 


* ' 


* * 


« Mua  * m 1AF3  ^ \ COS  fl  4 % • T ' 

dyd*z •r- dUi'y  ■,  âzJ'x-—^dxd*m^  dx^'y—^yd'^  ~ *t  * *' 

• *i  *■  Z ' ■.  ,7  • . • 

• \ ■ C-»  'v  ».  ~*'W!r  ' - 

• * Dans  le  cà»  pïfrüçulicr  où  î’oi^  prçûd  x jx)ur  vâriable  • ^ 

• indépendantcvcl  ùù  l’on  désigne  par_7'',  a",  1m  44"  * * ^ ' 

rivées  dej>^  et  d»  z dn’premier  eadtwccoüd  ordrtf,  ôn  a’  ^ 


'#  ^ ' cos/  ^coS'»n  cosni 

. » — i — — — 4- 


; * y",  -y > . 

i ’ ■'•  '«*  ^1  »**»* 

. ' , -LeS  anglesi/,  in,^n  i^ant  ainsi  déterminés,, l’équjftion»  7"  ■ 
du  plan  üscujaicur  di*vîeiidra  ^ * 4 * • » 

• ...  * “ ,*•*■. 

(f  — xj(dy</>z-i-</2<i>j)-f-(i, — y){dzd*x-^dxd'z)  . ^ '*;*■. 

■ - • » ,,  +(Ç— — dyd'x)'—o, 

■ , / • . • I 

. ou,  en  prenant  x pour  variable  indépendant^  v*  . , * * . 

• • ' , ■ , ‘ • • ,.  * •* 

* . •2“' 4/fi//io</e,  Soit  toujours  • . * » ’ 


a 

• . I 


. * 


(S  — x)cos/+|i» — .yjrcos»/^+(Ç— z)cos/î  =«-'^  O 


l’équation  cherchée  du  plan  osculateur.  S'il  doit  passer 'j>ai; 
deux  autres  points  Infiniment 'voisins  du  point  (x  ,'j^  z);  • , l 
son  équation  u = o devra  être  vérilîée  quand  en  y rem-  » 
placera  x,y,  z pai*  . ♦ * ■ 


X + ix,  r+iy,.  z'-^às, 

et  x + 2ix  + A’x,  y i^y 1 h}  y , 2+9.  az  + a’*»  • 

* i ' • 

on  devra  donc  avoir  non-seulement  Au=  o,  du  = o, 
mais  encore  A’«  = o,  r/*«  = o : on  a d’ailleurs  évidem- 
ment . . ' _ 

* *rftt  = dx  cos  l dy  cos  m dz  cos  « , , 

'•  d*u  zx.  rf’xcos  / -J-  d’ y cos  m -f-  d'i  cos  « ; 
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n»  * 
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^ ^ vfcw^Tritoa'ïÿ^fE  ïAiçon.  v''  % * ^ 299 

^ ^ ^ r ^ m*  * 

/ biî  aûra  doaVpiféleslairement'  ■ * ‘ 

it  i,  ' rfréos/-+;<ij«osw+,*C9sn  =:>,  • • 

* vr*x  cos /-|r  rf*/COS  W -H«/’aCOS  « = O, 

etT^lJ  tirera  ^ ces  demi^e^,  i^}»tip»s  l^valeuré  d^à 
' 'calcül«es  de  cl)S  n» , cos  », 'CQS  * •»-. 

*i60.  On  ap^llç  normale  *^inc\ipale  d’une  cuurbc  en  • ^ * 

’ . «n  point. quelconque  Çx,  cc^u dt’s  normales.; à la  • ' -•  ., 

cotirfte  qui  sc'Tqnuvo^dhns  Je  plan  ojculatcur.  Dè^lprs  on  1 . . 

voit  que  la  .pormalq  principale  est  riptersectjoi^du  pkin  - • 

' normal  aveftie  pjau  bsçul®teür.  Én  appelant  ).',  ft,  v*lts 
angles  qii]efi[e  ^aitavqc  Jes  axes  „ w,  ^ les  cc^ouiiéÿs* 

' de  l'un  quelconque  de  ses  jKÛn^'j  $4#  «Squations  seront  ^ . -- 

»•:.  iz:i5  ^ ITüZ  — ^ 

, ' * ^cos-a  cos  ft  "y*  cos  > ’ • ' * , • . ' • 

*•  * ’ ‘ , ' . ! ' . ' 'I  . • ■ ' 

’ mais  elle  dotj'  être  perpendiculaire  à }a  tangente  et  a la  •*  . *. 
normale  au  plan  osculateür  qui  fpnt  avec  les  axes  des  an- 
. glps  donl  les  cosinus  sont  proportionnels  aux  quantités 

. ..  -i,..  ''  . dx,  dx,  dz,  ^ . 

y 's  — «isrfV,  dzd'x  ^ dx  d’Zj^  dxd'y  — ^xd'x-,  ^ 

t)û  aura  donc  t ^ 

...  . • y ■ • . • 

. •'  _ cos  A <£r -p- C08^<fy +<j»6 Idz  = P,  , • * . • 

, cosx(dxd‘z  — cfarf’;r)  + côs/i.(rf3rf*x  — dxd’z]  • 

* -j-coii(dxd‘x  — dy  d^x)xxo, 

' d’où  l’on  tire,  en 'éliminant  d’aboixl  cos  v, 

I * . * 

cos^(dx’rf*/ — dxdyd'x — dzdrd'z-{-dz'(l‘x) 

’ —cmfi{dz'd'x  — dzdxd^z  — dx  dy  d'y  . ■ 

COi  x\{dxi -\- dz')  d'y —dy(dx  d'x ^ dzd'z)\ 

— COSp  [(rfî’+ — dx  [dzd'z-\-dy  d'y)\— O-, 

mais  les  équations 

dx' dy'-\-di' =.  ds',  dx  d'x  dy  d'y-\-dzd’zxzds  d's , 
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* ♦ 


dx'-^d(t^  — ds*—^dy'''  flx  d'x dz  i -^dsH'^—dyd'j’f  ‘‘ 
dz'  dy'  -=ds^  —dx^,  dz  rf'z  + dy  d'y  ^ dsd's  —tixd'x-, 

donc  ■ . ' ' , ■ • ’ 

. R . , * 

. . > 'r  ' ■ < » 

■ Om>^[{ds' — dy'^^d' y — dy{fls  d's— dy  ff' y)'^  '» 

■’ — eoifi\{ds'  rr-  dx'')xi*x  dx  [ds  d's  -r-  dx  d'x)\  o, 

. * * • .*  COS  A * cos  ft  “ ‘ . 

. • ' dsd'x — dxd's , dsd’y—dyd’t  ' . 

El)  éliminant  u on  aurait  trouvé  de  inèino^  : - , ^ 

cos  A " cos  > 


ds  d'x—dxd'  s ds  d'z  — dzd's 

* 

on  aura  donc  définitivement 


cos  A 


cos/<‘ 


s co  s » 


dsd'x  — dxd's  ds  d'y — dy  d's  ds  d'\  — dzd's'  ’ 

équations  qu’ôn  peut  mettre  sous  la  forme  )■  ' 


cos  A cos  A* cos  F ^ 


**  ■'s;  •■'s  . +(•'») +(''sj  . 


ds* 


\/  {dsd'x  -dxd's)' -\-{dsd'y -dy  d's)'  -\^{ds  d'z-dz  il's)', 

La  quantité  Sous  le  radical  est  évidemment  égale  à ' 

rfj  ’ [rf”x)’-|-(rf*j')*-J-(rf's)’]+  {d's)'  \ dx'  -}-  dy'-\-dz') 

— 7.ds  d's\dxd'x dyd'y  -\-dzd'z\, 
ou  a • 

ds'\{d'x)'-^{d'y'i'-\-{d'z)'-{-{d's)‘  — 

= rfj’  [ (rf  *x)*+  (d ',r)*-4*  J 
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' * ...  i,  <■•  .■  ♦ ‘ ♦ 

«m  aura  «Jonc  ilélmiliTenieiit  < • .»  . 

i -J,*  i »»  ■>  4 

cos^  ^ fos» (-4t_^3L_ • « 

^ “f  /ir  ■“  ~ l/^(w  ’ * 


♦ • 

* 4 


^ ' I 


> . * K les  t'quaiiôns  de  la  liormale  principale  SOI  “ 

....  i*'  ^ ^ ' ■# 

«•-  . «:_•( — r_ç-r2 

■ ■ - ■ / 


‘ 

lis/ 


,</s 

'fis 


' # ^ 
1 . 


♦ X 


♦‘'QuaAd.Qji  prend  Tare  J pour  variable  indépenAmte , les  y 


••K 


équations  qui*précèdeiU  se  rédubent  à ^ 

^ • • • 
_ “cosjr  ji  co»^  _ 

* «6>.r  ^ t/*y  ~ 


cos» 

d'z 


S^x  C — ^ 


ft^X 


dy . 


diz 


% * ^ ; « • 

♦ 461 . Au  liou  do définir  clircctemenl  le  plan  csoulatoift',  * ^ 

' poAr  déterminer  ensuite  la .normale  principale  à l’aide  du  . *.i 
* ' pkn  osculateur,  ou  aurait  pu,  avcÈ  M.  Xlauchy,  définir  , " 

a -nrai  nAÎ  «-kni  <i  nc-k«t  it  XiJ  « « « '4 


d’abord  la  normale  principale  poui'  euidéduire  le  plan  os-  * 
eulatcur  eii  procédant  comme  il,  suityj  S ^ 

■ *.  ie/tanifl'.  Êtay  4rt>iuées  deux  couines *qui  se  toi^pbént,  , * 
si , partié'du  point  de  eontant  * on  pprte  sur  c^  eoiirbe9j 
. prolongées 'dans  le  mémé  scus^  des  longüeuraeégales'  * 

•*,  très  petites,  là  droitecpiijoinllra. les extrémitésd#ces  ton-.;  * , 

gueUrs  serà.^ensiblement  ^rpendiculaire  à la»taugcatc. 
çommune  aux  deux  edurbes.  * ' . 

^ - /)é»jo«^'’a«on.,Snp|^soiis  qye.  les  longueurs  égales 
• .portées*  sur.Ja  première  et  la  ‘seconde ^courbe j à p{^|tiI> 
dii^ point  de  contaiÿ,  aboutissenS.,  d'une  partf  au  point'  j 
{x,gr,'z  )»der  autre  au  point  ($,  soient  de  plus' s,  o'*  , 

les  arcs  renfermés,  i”  entre  un  jxiint  fixe.de  la  seconde  ; 
courbe  et  le.  point  (x,  y,  z)  : a°  entre  un  ppint  fixe  de  la  ’ 
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, __  k>  second®  coiy4)«ei  le  i>oiiit  (^,  »),  Ç),  tandis  que  les ordqp- 

iiées  x,j,  z,^,  Tl,  ^ varîeroni  simukanëment , 'la  dilïé- 
. renoe  5,.- — ar  restera  invariajtlc,  piusque  les  petites  lou- 
gusairs  Bprtws  sur  les  d«ux  courbes’  sqjil  ]>ar  hypothèse 
égales  CTtre  elles:  on  aura  cl(fcc  . * *.  " aa  m ' 

*- ■ , , const.,  <r  =r  î ^ const.,  ^=.^*  — ^s^  o, 

^ rff  ’ -1- Vit' — O,  ' ” 
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* Soient  d'ailleurs  a,  ê, 7 les  anglos^qiifc  forme  avçc  Idl'axes  ^ 

. ^ la  tangente  commune  aux  deux  courba  prof(>flgée  dans  ’ » 

' 'de  même  sensqueies  axef  j cl  a;  â la  longneur^i»la  droilc 
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^ .«les  angles  que  ^noe  cette  droite  avp^  les,  dcqn-as^*'des  j,  '* 
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^ ^ place  des  trois  sommes  le!)  cjuaiitit^  propur-^-  4 

^ ^ riopiujles  eos  ^ rtàS,  ç^yi  et<à  la  place  des  trois  îffé* 

• / ' i-eiiéfes,  les^quauii^s -éjî^lRineyt  ■ pruj>ouionii( 

|sv,pnirtirà  ^ _ 


u ois  cuue-  ^ 
leiles  cpsA, 


/ 

N 


^ lliii.  l-'ii  semplaydlit  dans  le  ^;miue  qui  pifeW4ja*se- 

^ - ♦ ^pnde  « ourbe  par‘la  tj^pcpjl^ ^ prcmli^^’ , on  obtiqpdca 

ItiÜ  léort'iue  sôiv^^t  : Si,.îi  jwrtir  d’un "p<<int  donné  suBtiiie 


m 


' . \ »*coufJbe,^oif  porta  sur  cette  rôurhe  cl  siiV  sa  taagenttyn-o- 

* “’ç'*  ^ ^qDg<^%dan%^ihièin(!  sei^  I lièiA;  ifrU  'imsŸgàlei^et  Ui'spe-  , 

' *1*1  1 loc  «^AénA\v\n-im4«Tii7  9 


v> 


titcè,  la  joindra  les  ex\|tnqit^  d#^  c<t*^ongiieürs  • 

^ sera  scnlRilRieiTt  Derpendictilaifi^à  Fa  rfailje^t?.  Cette 
^ layniialc^  (|ui . njri(fc^d’àlre^einarfiuée<  est*préci5^inent^.,,|^ 
* eell(^-^iU!  noos  aurj%a^u^>peler  àfir^ri  nêrmaîe^ii 

• ,.:.,„i,.  T) n ,.j  .i:_ _ lî'  „ .•  i.  li 


^ eipale.  Pour  Cxer  si#  direction , ^appelons  t' la  lùngaeur  .- 

' * ^ (lorit-e  ^flfr  U iajo(jent(^Ctesur  la  rourbe,  et  substituons  A *" 

■ . * K,  leur» valeurs 

* ^ * *s  ^ 

♦/a  ^=^M- '^oso.*  <)  =^’4-'^cosC,  s + (cosy,  • a 

' V'  1*1  ' ' ’•  * ■ »*  . • ! .*  H » * 

" • dans  tes  «(luatvnst  . - ••- 

• ♦ . W ' r 4m 

' • fii-~dx>  n ■ » rlti-rdr  -»  dH — rf*.. 
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or  <!Cs  d<!niièi-c&^ti^iuns  prou>fi)t  hiiài  i{U(‘ la  noj'inak-  . • 
en  questj^_  coi^idn  cîtTbctivcmrnt  avcc^cllc  qui  est  sî-  ^ ^ 
taéc  dane^’ plan  osoulateur.  ^ rf  s . ^ ^ 

*>  Apaès  avoir  aillai  <Iéflni  d'abord  la  norliialc  principale  r 

on  obttepdi'ail  iinui(Kliatcini:nl  l'équation  du  plan  aariila^  ^ * 
•’v^teur,  jpi  te  définissant  un’plan  qui  passe  à la  fois  par  ia  • 
tafigente'rt'lâ  uormtile  principale.  En' j'ffet  si  l’on  ap-  • 
pelle  ?,  fti,  ri  les  anglék  que  1.1'  perp»'ndiculairc  à ce' plan  ^ 

* ^ fait  avec  les  axes,  la  double  condition  de  passer  par  la  tan-  . 
geiite  et  la'  normée jirincipalc  tîbnye  . *'*'**. 

' -t  ^ cos«oos/'«f-cos^ros>lï-(-coSyCosn=ço| 
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A , 


cos/co^'^-co5mc«ÏB^-{-cos»i  = o ^ 
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cosWcos*-t-cosmrfcosS'-t-cos/j«/.cqsy~o;  « 

I.  ' - . %t  __  ♦. 

■*•  •’  d’où  l’on  déduirüf,  çomme  nous  l’avons  déjà  fa^‘  lcs''v,a- 
*•  leurt»  de'cds/,  .posm,  cosn,  et  par  .suite  l’équatiSp  du 
. iP  plan  osculatenr.  ^ > ' 
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Des  clüux  courbures  , du  rayon  de  cotirbore^  du  centre  decourbureet  du 
cercle  osculateur  d'une  courbe  quelconque.^  ^ 


^ ■ V 

163.  L’angle  compris  entre  dciBC  tangentes  consécutives 
ou  entre  les  tangentes  extrêmes  de. l’arc  infiniment  petit 
±1  As , est.  ce  qu’ori'  nomme  l’angle  de  contingence  ; dési- 
gnons par  Ar  ce  môme  angle , et  pw  Aw  l’angle  infini- 
ment petit  compris  entre  les  plans  osculateurs  tpii  cor- 
respondent aux  extrémités  de  ce  môme  arc,”ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  entre  les  pcrpendiculaircsaux  plans  dont 
il  s’agit..  Les  quantités  At  et  Aw  no  pourront,  s’évanouir 
. constamment  que  dans  certains  cas  partitniliers,  savoir  : ht 
première , lorsque  la  courbe  proposée  se  changera  en  une 
ligne  droite;  et  la  seconde,, lorsque  cette  courbe’ deviendra 
plane.  Mais  en  général  ^7  et  Aw  conserveront  des  valeurs 
différentes  de  ®;  et  l’on  poürra  en  dire  autant  des  limites 

vers  lesquelles  convergent  les  rapports  ±—,±  pen- 
dant que  l’arc  ± A?  décroîtra  indéfiniment,  ces  limites 
qui  Vront  équivalentes,  si  l’pn  considère 

une  courbe  plane,  l’uac  à la  courbure  de  cette  courbe', 
l’autre  à o,  serviront  à mesurer  dans"  tous  les  cas*  ce*  que 
nous  appellerons  la  première  et  la  seconde  courbure  de 
la  courbe  proposée.  Ces  deux  cou rini res  sont  réelles;  en 

r|v  ^ l ^ 

1 . I.  * » - ao  • 
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eUTut,  pour  concevoir  une  courbe  qui  n’est  pas  plane,  il 
faut. non-seulement  concevoir  que  la  tangente  s’incline  en 
changeant  de  position  ; il  faut  encore  que  le  plan  de  deux 
éléments  consécutifs  varie  aussi  dans  l’espace  ; cette  se- 
conde courbure  peut  être  comparée  à la  torsion  que  L’on 
ferait  subir  à une  courbe  plane.  D est  d’ailleurs  évident 
que  ces  deux  courbures  seront  d’autant  plus  grandes  ou 
d’autant  plus  petites,  que  les  angles  Ar  ou  Aw  seront  plus 
grands  ou  plus  petits  pour  im«  même  valeur  de  As  et  que 

par  conséquent  les  rapports  ou  mieux  les  limites 

^ de  ces  raimorts,  seront  leur  mesure  naturelle.  Si 

l'on  représente  par  - , ces  mêmes  courbures,  l’on  aura 

* 

donc  toujours 

-=±lim.  — = ±--,  - = ± lim.  — =±--. 

P SS  ds  t SS  ds 

164.  Lorsque  l’arc  MM'  = itAî  est  très  petit,  sa  corde 
\/\x'‘-\-Ajr'+Â^  est  sensiblement  perpendiculaire  aux 
plans  normaux  menés  à la  courbe  que  l’on  considère  par 
les  deux  points  (x  (x+Ax,  y+Aj,  z-f- Az) , et  la 

plus  courte  distance  MD(y/g^.  3i),  du  point  (x,y,z)  à la 
ligne  d’intersection  des  deux  plans  est  sensiblement  égale 
au  premier  rayon  de  courbure  p.  En  efl’et,  soit  r cette 
plus  courte  distance  MD;  menons  par  MD  un  plan  pci^ 
pendiculairc  aux  deux  plans  normaux  ou  à leur  commune 
intersection,’ et  projetons  l’arc  MM' sur  ce  plan.  L’arc 
MM'  étant  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  plans, 
il  sera  aussi  .sensiblement  égal  à sa  projection , et  l'on  aura 

. Mm'  â.«(l  -f- <)» 

e étant  une  quantité  très  petite.  De  plus,  dans  le  trian- 
gle Mm’D,  l’angle  //i'  sera  sensiblement  droit  et  l'angUr 
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MDm'  sera  précisément  l’angle  des  deux  plans  normaux, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l’angle  Ar  des  deux  tan- 
gentes menées  aux  extrémités  de  l’arc  ± As,  on  aura 
donc,  en  exprimant  que  dans  ce  triangle  les  sinus  sont 
proportionnels  aux  cêtés. 


sing-f-,') 


SinAr 


= ± 


sin  at  at 


r (l-t-i)AJ  Ar(l-4-f 

et,  en  faisant  converger  As  vers  la  limite  o,  on  trouvera 

• ■ _i_  ' 

= lim.  ± — = 

Iim.  r AS  ’f 

Il  importq  d’observer  que  le  plan  osculateur  passe  par 
les  deux  tangentes  consécutives,  et  qu’il  est  par  consé- 
quent perpendiciilaire  aux  deux  plans  normaux  infini- 
ment voisins  et  à leur  commune  intersection  ; en  sorte 
que  la  normale,  qui  est  perpendiculaire  à cette  commune 
intersection  et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  /*,  sc 
confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprise  dans  le 
plan^ osculateur,  c’est-à-dire  avec  la  normale  principale. 
Il  suit  évidemment  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que, 
pour  obtenir  le  premier  rayon  de  courhuVe  p , il  suffit 
de  construire  la  normale  principale  correspondante  au 
point  z),  et  de  chercher  la  portion  de  cotte  droite 

comprise  entre  ce  point  et  un  plan  normal  très  voisip.  Le 
rayon  p , mesuré  de  celte  manière  sur  la  normale  princi- 
pale, est  ce  qu’on  nomme  le  raymi  de  courbure  de  la 
courbe  proposée  relatif  au  point  (x,y,  z),  et  l’on  appelle 
centre  de  courbure  l’extrémité  du  rayon  de  courbure,  qui 
peut  être  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la 
normale  principale,  et  d un  plan  normal  infiniment  voi- 
sin. Le  cercle  qui  a ce  dernier  point  pour  centre  et  le 
rayon  de  courbure  pour  rayon  , se  nomme  cercle  de  cour- 
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biirc , ou  cercle  osculaleur  ; il  touche  la  courbe  proposée 
et  a même  courbure  qu’elle.  Si  par  la  tangente  et  par  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur  on  fait  passer  un  nou- 
veau plan,  le  centre  de  courbure  sera  évidemment  situé, 
par  rapport  au  nouveau  plan,  du  même  côté'iqae  le  point 
{t  + ^x,  y -I-  Aj,  Z + Ar),  et  coïncidera  JÉëcc‘ssaire- 
ment  avec  l’un  des  points  du’demi-axe  dont’la  direction 
est  déterminée  par  les  angles  X,  [x,v,  que  la  iTormalé  prin- 
cipale fait  avec  les  axes , et  qui , comme  nous  l’|tvons  vu  , 
sont  donnés  par  lés  équations 


co  s A 


cos^ 


ds 


4‘' 


l6S.  Il  est  facile  de  calculer  la  longueur  du  rayon  d<{ 
courbure , en  partant  de  l’équation  qui  Je  déhnil 

X 

I 1-  ■ r 

- = ± lim.  — = ± -p-. 

y.  ■ C ■ . **  * ■ ■ 

^ Eii.eflct,  cosa,  cosê,  cosy  ; cos«-i- Acosa,  cos6-f- Acosê, 
cosy  -i-  Acosy  étant  les  cosinus  des  angles  que  font  avec 
les  axes  deax*  tangentes  très  voisines , on  a * ' 

s • 

• . COS*« cos*  C -f-cps' y=r  I,  ' ^ 

(cosa  -j-  ^ cos«)*.-f-(cosC-f-a  cosC)*  -t-(cosy^  -f-i  cosy)’  = i, 
COS  Ar  = cos  « (cos  « -f-  A COSa)  -4-  COS  S (cOS  C-}-  A COsC)  ' 

COSy  (cosy  q- Acosy)  ; 

• *■  ’ .*  * 

si  de  lâ  somme  des  deux  premières  équations  on  rettan- 

che  le 'double  de  la  seconde,  il  vient 

•-  a(i — cos  AT‘)"=je(Acos«)* + (a  eosC)* -1^  (a  cosy)’.- 

' >1 

m 

On  a d’aîHeurs  . ' 


•»  , 


Ar 


cos  Ar  = I — asm’  — , . a sin  ’ i — cos  Ar  ; 

* ■ ,2  2 ^ 
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3<>9 


Ar 


asm  — = V^(a  coset)  ’ + (icosC)*  + (a  cos  y)*, 


et  par  suite 


Ar 


Ar 

At  — sin— 

lim.  — = liin.  — =lim. z=  lini. 

AJ  'AJ  AJ 


2Sin 


Arj. 

2 V 


A J 


et  enûn , 

# 

* l- //'rfcoSetN’  /rfcosCX*  /rfcosyX’ 

En  procédant  de  la  même  manière,  on  trouverait  pour  la 
seconde  eouçburc 

• h- /fdcosl\*  fdcosm\*  /rfcos/i\* 

U résulte  évidemment  de  ces  Tormules  que  la  première’ 
courbure  - est  généralement  nulle  dans  le  cas  où  les  an- 
gles a,  6,  y deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure 
P dans  le  cas  où  les  angles  /,  w , « conservent  toujours 

les  mêmes  Valeurs;  ce  qui  s’accorde  avec  les  définitions 
que  nous  avons  données  de  ces  t^urbures. 

Si  dans  la  valeur  du  premie*ayon  de  courbure  l’on 

met  pour  cos  a , cos  6 , cos  y , leurs  valeurs  —,  —,  il 

ds  ds  ds 


viendra 


V('I)'4'D'.(I)', . 
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puis,  en  développant  comme  plus  haut  (n“  160) 


I /(d‘  x)î  + (rf  ‘y-y  4-  {d‘  zy  — {d'sy 

r~  V_j d^ 

[dy  d'z-dz  rf*/)*  dxd*zy-{-[dxd'y-  dy  d'xy 

(rfx  * + rf/ ’+</*•)  *’ 


Si  l'on  prend  s pour  variable  indépendante,  il  viendra 
plus  simplement, 


9 ds' 


En  prenant  x pour  variable  indépendante,  on  trouverait 
I _ V(y'z"  — y''z’y  + -1-  r"* 

166.  Si,  à partir  du  point  z),  on  porte  sur  la 

* courbe  donnée  et  sur  la  tangente  prolongées  dans  le  même 
• sens  des  longueurs  iuGniment  petites,  égales  à i , et  si  l’on 
nomme  d la  distance  comprise  entre  les  extrémités  de  ces 
deux  longueurs,  on  trouvera,  en  prenante  pour  variable 
indépendante  et  en  remarquant  que  les  coordonnées  des 
extrémités  des  deux  longueurs , sont  respectivement 


Digilized  by  Google 


VINCT^NBli  VIÈME  LEÇOM.  3ll 

el  par  conséquent,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure 
d’une  courbe  en  un  point  donné , il  suffit  de  porter  sur 
cette  courbe  et  sur  sa  tangente  prolongées  dans  le  même 
sons , des  longueurs  égales  et  infiniment  petites , et  de  di- 
viser le  carré  de  l’une  d’elles  par  le  double  de  la  distance 
comprise  entre  leurs  extrémités  : la  limite  du  quotient 
est  la  valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 

En  comparant  ensemble  les  équations  ' 

COSA  ÇXAft  COSf  * I 


dx 


'4 


'4 


on  trouvera 


cos  A = P 


4 


4 


COSr  = p 


dz 

''t 

ds 

'ds' 


■/> 


et  en  prenant  s pour  variable  indépendante , 


COSA  = P 


d'x 


d'z 


dF'.  ^=^dF' 

167.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  ay  devienne  paral- 
lèle au  plan  oscillateur,  on  aura 

cos  1=0,  cos m = O , oos n = ± i , 

t 

et  par  suite,  en  vertu  des  équations 


oosldx  -1-  cosmdjr  ri-  cos/irf*  = o; 
coild'x  ri-  cos/nd'/  ri-  cosnd**  = o;  ' 
rf*  = o;  = O, 

I dxd'y—dyd'x 

^ (dx*  + dy')^ 
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Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  est  donc  égal 
en  grandeur  au  rayon  de  courbure  de  sa  projectioh  sur. 
le  plan  osculateur.  Ces  dcui^  rayons  d^  couebure  coïnci- 
dent aussi  en  direction,  puisque  la  normale  principale, 
située  dans  le  plan  osculateur,  sçra  évidemment  la  nor- 
male à la  projection'de  la  courbe  sur  ce  plan;  donc,  etc. 

168.  Appliquons  ces  formules  à Thélice  représentée 
par  les  équations  . " . * ' 

y " ■* 

X = Rcosu,  = Rsinu,  z =s  oRa,  * • , 

' * • V 

et  prenons  u pour  variable  indépendante , on  trouvera  ^ 

= — R sinurfu,  dy  = Rcosu<ïu,  r/z  = aRt/u, 

= — Rcosurfa*,  d'y  = — Rsinu<ïu%  d'z  = o,  ^ 
dx  dy  dz ^ d'x  d'y  d'z 


-smu  cosu 


_ . d'x 

: — = R</tt, : — . 

a cosu  smu 


% 

—Rdu*, 


dï  = ± \/ 1 -i- a' . Rrfu , d's  — o , 

cosu  cosC  cosy I 

— sinu  cosu  a 


l/l  H- U”' 


La  différentielle  seconde  d*s  'étant  nulle,  on  devra  em- 
ployer les  formules  où  l’arc  s est  pris  pour  variable  indé- 
pendante , et  l’on  aura 


cosA 


cosu 

cos/ 


>asinu 


cosu 

-r-— 4» 

sinu 

.cosm 

acostt 


COSv 


Or 

cos/7 


= ± 


l/i  + a*  ’ • 

»• 

1^  - 2 / /d sin  U Y /rfeosuX* 


= ± 


du 


V/,  * (i- 

P = (|  + «’)R- 


•nMR’ 
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* 

L’équation  du  plan  oscillateur  sera 

n(f  — x)sini<  — a (s — _y)cosu  + Ç — 2=0, 
ou  - Ç — s = a(9Cosu — £^$inu).  ^ ^ ' 

EnGn  l’on  aura  * * * 

■ 

l_ ° ^ //t{sinu\^  , fâco3u\^  _»  ^ ^ 

f i/i  +«>  J i^('  +“’)■  ' 

Si  à la  quantité  a on  substitue  l’angle  7, 'lié  avec  a par 


L’équation  cos  7 = 


+ a’ 


; , on  trouvera 


cos/ 


cos/n 


sto  K ^ — cos  U 

•»  . 


R = 


cosn  R «.  / , 

= ±cosy,  * = -r~— =R cosec V» 

tangy  ' sm  ’y 

TJ 

= aR  coséc  ay. 


siny  cosy 

L’équation  cosv  = o prouve  que  la  normale  principale 
de  l’hélice  au  point  (x,  y,  z),  coïncide  avce  la  perpendi- 
culaire ahaissée  de  ce  point  sur  l’axe  des  z,  ou,  ce  qui 
revient  au  mémo,  «vec  la  génératrice  de  la  surface  héli- 

çoïde,  représentée  par  l’équation  z = uR  arc  tàng  Donc 

*•  . ' ^ 
le  plan  qui  passe  par  cette  génératrice*  et  par  la  tangente 

h l’hélice,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  le  plan  qui 
Uyiche  la  surface  héliçoïde  au  point  (x,y,  z),  se  con- 
fondra nécessairement  avec  le  plan  oscillateur  de  l’hélice. 
• On'déduirait  directement  la  vàleur  p = Rcoséc’7  du 
rayou  de  courbure,  de  l’équation 

P=  Um^, 

qui  dans  ce  cas  deviendra,  comme  on  le  prouvera  faci- 
lement • • 

' = =R(i -!-«>)=  RcosécV 
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DAtermination  analytique  du  centre  de  courbure.  — Déreloppëe  d’an» 
courbe  quelconque. 


169.  Soit  P le  rayon  de  courbure  d’une  courbe  quel- 
conque, correspondant  au  point  (x,^,  z);  Ç,  m,  les 
coordonnées  de  l’extrémité  de  ce  rayon  appelée  centre  de 
courbure;  X,  p,  v les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du  point  (x,  jr,  z) 
au  point  (|,  v,  Ç),  droite  qui  coïncide  avec  la  normale 
principale,  on  aura 


f — * — y C — * 

I = cosA,  — = cos^,  = cos», 

P P 


P 


C0SA=P-^, 

dx 


COS^  =r  P 


ds 

ds 

^-dT' 

COSi-  = 

^ ’ 

d± 

• 

d^ 

ds 

ç-*  = 

ds 

f'  -dT> 

f'  ds  ’ 

et  en  remettant  pour  p*  sa  valeur 


dsd'*x^dxd*$ 

' ^ {dyd *z—dzd'»yŸ-^dtd' X — dxd ^x—dyd^x^* 

dsd'jr  — dvd*  s 


■ds^f 


R —J'  = 


{dyd  •#—</«</ {dsd  *x—dxd*z)*^  {dxd^j  — d?  d »x)» 
dsd*s  — dtd*s 
(dyd  — dsd ^/^•^(dsd  *x — dxd  *f)*~i-^^dxd^j—dyd  >x)« 
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OU , ce  qui  revient  au  même , 

<ir(d}'d’x-dxd‘r)  + dt{dta^T-djrd>z)  (Jj,,+dr,+dM»). 

* (^d»t-dtd'y)'+{dsd'x-dxd's)‘+(dxd'j'-drd’x)‘  ' 

dKdMd>x-drd>*)+dx(dxd>:r-dyd>x)  ^ 

[4xd't-did'j')’-i-(dxd‘x-did't)'-i-{dxd‘X-drd'x)»' 

dx{dxd't-Ld>xy4-dï{d]rd^t—dtd^j) 

' {^d*Z’dzd*jry~^idzd*x~dxd*tY’^{dxd^y-djd*x)*^ 

Dans  le  cas  où  l’on  prend  x pour  variable  indépendante , 
les  formules  précédentes  se  réduisent  à 

7'r*+*'ï"  ‘ 


P ^j».yv)>+2"*+y'>  ' y ^ h 

A l’aide  de  ces  équations , on  pourra  déterminer  les  coor- 
données Ç , » , C du  centre  de  courbure , qui , comme  on 
le  prouvera  facilement , vérifieront  en  général  le  système 
des  trois  équations 


(f  — x)’  -i-(v  —tY  + (C  — *)’  = P* 

{i—x)dx  + {^—y)dy-\-{i:,  — z)di  = o, 

(f — x)d*x-t-(v — — ùi* — dy^ — rfz'=o. 

De  ces  trois  équations , la  première  eiqirime  que  le  centre 
de  courbure  est  à une  distance  p du  point  (x,  y,  x);  la 
deuxième  qu’il  est  dans  le  plan  normal  ; la  troisième , qu’îl 
fait  partie  du  plan  osculateur  : ou  aurait  pu  les  écrire 
à priori,  et  il  est  essentiel  d’observer  que  l’on  retrouve 
la  deuxième  et  la  troisième,  lorsqu’on  différencie  la  pre- 
mière et  M deuxième  en*  opérant  comme  si  les  trois  incon- 
nues >1,  ^ étaient  des  quantités  constantes. 

170.  Quand  le  point  {x,y,  z)  vient  à se  déplacer  sur  la 
courbe  donnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même 
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temps.  Si  le  premier  point  se  meut  d’un  mouvement  con- 
tinu sur  la  courbe  dont  il  s’agit,  le  second  décrira  une 
nouvelle  courbe  ; or  pour  obtenir  les  équations  de  cette 
dernière,  il  suffira' d’exprimer  en  fonction  d’une  seule 
variable  x,y,  ou  5 , à l’aide  des  équations  « = o , F = o , 
de  la  courbe  donnée , les  seconds  membres  des  équations 
qui  donnent  $,  rj,  Ç,  et  d’éliminer  cette  variable  entre 
ces  trois  équations.  Les  deux  équations  résultanto.s  de  cette 
élimination  ne  renferincront  plus  que  les  trois  variables 
Ç , >5 , Ç , et  représenteront  précisément  la  ligne  qui  sera 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  de  la 
courbe  donnée.  . • 

Pou^ établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligue, 
diffiérentions  par  rapport  à toutes  les  variables,  les  deux 
équations  ^ 

' (f  — x)>+(ir — j)*+(C  — = 

(f — /)dr-l-(Ç  — 2)  * = o.  . 

f 

en  y regardant  x,  y,  z comme  tenant  la  place  de  leurs 
valeurs  en  ri,  En  opérant  ainsi , 011  trouve  • 

(f  — 

dxdi-\-<fydit-\-dzdl^  = o. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  tangente  me- 
née à la  nouvelle  courbe  par  lé  point  ($,»!,  Ç),^orme  un 
angle  droit  avec  la  tangente  menée  à la  courbe  donnée  par 
le  point  (x,y,  z).  Donc  la  tangente  à la  nouvelle  courbe 
est  comprise  dans  le  plan  normal  à la  courbe  proposée. 

De  plus , si  l’on  nomme  <j  l’arc  de  la  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  polut  fixe  et  le  point  mobile  ^ n , ^ , 
on  aura  * 

+ + 

dp f — ^ rf»  Ç — Z dll 

dr  de  fi  de  ^ d 
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•ei  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  formule,  que 

le  rapport  ^ est  égal  au  cosinus  de  Taiiglc  aigu  ou  obtus, 

formé  par  le  rayon  de  courbure  p avec  la  tangente  à la  nou-- 
vellc  courbe.  Quand  la  courbe  proposée  est  plane,  cette 
tangente  sé  confond  avec  le  rayon  de  courbure,  ou  avec 

son  prolongemept,  et  par  conséquent^le  rapport  ^8e  ré- 
duit au  cosinus  d'un  angle  nuT,  ou  au  cosinus  de  l’angle  tr, 
c’est-à-dire  à db  i.  On  a donc  alors 

♦ 

'*■  — rfc  dr, 

^ Cl  l'on  en  conclut , comme  on  l'a  déjà  fait , que  l’arc  Aa  est  * 
la  différence  des  rayons  de  courbure  corre.spondant  à ses 
deux  extrémités.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  quand  la 
courbe  donnée  cesse  d’ètre  plane,  et  dans  ce- cas  le  rap- 

- port  ^ obtient  généralement  une  valeur  numérique  dif- 
férente de  l’unité.  je 

^171.  Concevons  qu’un  fil  inextensible  d’une  longueur 
connue,  soit  fixé  par  une  de  ses  extrémités  à un  certain 
point  d’une  courbe , et  que  ce  fil , d’abord  appliqué  sur  la 
tanfèule  menée  à la  courbe  par  le^point  dont  il  s’agit, 
vienne  à se  mouvoir  en  demeurant  toujours  tendu,  de 
telle  sohequ’mie'partie  s’enroule  sur  l’arc  renfermé  entre 
le  point  fixe  et  le  point  variable  (x,jr,  z).  L’autre  partie 
qiii  restera  droite  et  touchera  la  courbe  donnée  au  point 
z),  sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira 
■une  nouvelle  courbe , que  l’oip  a désignée  sous  le  nom  de 
développante  delà  première.  CeBb-ci  prend,  par  rapport 
à la  deuxième,  Iç  nom  de  développée.  On  peut  facile- 
ment établir' comme  il  suit,  leurs  propriétés  respectives.  * 
Soient  >!,  Ç,  les  coordonnées  du  point^  de' la  déve- 
Icqip’anle,  qui  correspond  au  poiut  .z),de  la  déve- 

loppée etr  la  distance  entre  ces  deux  points.  En  désignant 
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par  a,  6,  y les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à 
la  première  courbe,  qui  coïncide  avce'le  rayon  r,  on  aurtf 
à la  fois 


cos  » 


dx  i—x 
ds  r ’ 


. djr  n — y 

coiZ=x^  = 

ds  r 


coay  — 


dz 

ds 


et  par  suite , 

l—x_n—y  r 

dx  dy  dz  ds' 


en  supposant  que  la  longueur  r est  comptée  à partir  du 
point  (x,  y,  -z),  de  la  développée  sur  la  tangente  prolon- 
gée dans  le  même  sens  que  l’arc  s.  De  plus,  on  aura  dans 
cette  hypothèse , 


doue 


r J = c,  dr=z  — ds‘. 


f — X If  — y _ Ç •—  i r 

dx  dy  dz  dr' 


en  différenciant  ces  dernières  équations,  on  trouve 


rfî  — «£r  = — rfr  ^ — r</ d^  — dy:=: — dr  — 
dr 


dr 


dr 


rd 


dr  ’ 


dt  — dz=  — 

’ dr  dr 


OU  en  réduisant 


di  = — rd—,  ilx=  — rd-^,  — rd—  ; 

dr  dr  , dr 

d’où  l’on  tire 


Digilized  by  Google 


mais  l'on  a 


TRENTIÈME  LEÇON. 


3i9 


rfr’  = <&*  = dx*  + dy*  + dz'. 


dr)  \dr)  \drj  ’ dr  dr  dr  dr~^ dr  dr 


donc 


dxd(  + dydii  + dzdl^  = o.  _ 


Il  résulte  de  celte  dernière  formule  que  les  tangentes 
menée.s  parles  points  correspondants (x,  j',  z),  (|,  »,  Ç), 
à la  développante  et  à la  développée , se  coupent  à angle 
droit.  Donc  la  tangente  à la  développée  est  toujours  noi^ 
male  à la  développante. 

Lorsque  la  développée  est  connue , ainsi  que  nous  l’a- 
vons supposé  dans  ce  qui  précède,  il  suffit  pour  avoir 
les  équations  de  la  développante  de  substituer  dans  les 
formules 


f — X 


Ç-z 


à la  place  de  x,  jr,  z leurs  valeurs  exprimées  en  fonction 
de  s et  de  remplacer,  en  outre,  r par  czç  s,  puis  d’élimi- 
ner s entre  ces  mêmes  formulés.  En  effet,  on  parviendra 
de  celte  manière  à deux  équations  entre  n,  Ç’  qui  re- 
présenteront évidemment  la  courbe  décrite  par  l’extré- 
mité de  la  longueur  r. 

172.  Supposons  à présent  que  l’on  cherche  non  plus  une 
développante,  mais  une  développée  de  la  courbe  à laquelle 
appartiennent  les  coordonnées  variables  x , y,  z.  Appe- 
lons I , »,  Ç les  coordonnées  variables  du  point  de  cette 
développée  qui  correspond  au  point  {x,y,  r la  dis- 
tance entre  ces  deux  points,  a l’arc  de  cette  courbe  comp- 
tée à partir  d’un  point  fixe  ; ^ les  angles  que  fait  avec 

les  axes  la  tangente  à la  développée  prolongée  dans  le  sens 
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de  l’arc,  on  aura 

■rfî  X — f 

cos.=-=-^, 


cosC  • 


di  ~r — » rfÇ 

, cosy  = — = 

df  r ar 


z-K' 
7"’ 


r — r = c,  dr  — dr. 


dr 


rff  = (f  — x)-, 

* — z)» 

Si  l’on  différeiuie  trois  fois  de  suite  cette  dernière  équa- 
tion , en  prenant  l’arc  s pour  variable  indépendante , et 
en  avant  égard  aux  équations  qui  précèdent,  on  trouvera 

I ».  f f — x) (df — dx) -1- (v  —y) {dt—dy)-+-(!j—z)(d^—dz)—rdr, 
et,  en  mettant  pour  dv,  leurs  valeurs, 

— [(f  — x)dx+{>i  — /)  rfj  -f-  (Ç  — z)dz] 

-+-[{f  - x)*  + - r)*  + (Ç -T  7 

* — — [{î — x)dx+{>i — r}rfr-4-(C — zWz]4-r</r=Vdr, 
d’où  {?  — x)dx-^-(ii — yJdy-i-(C  — z)dz  = Oi  ^ 
a".,En  diiréientîant celte  dernière  équation. 


(f — x)c/’x-(-(» — /}dy-i-{li  — z)d‘z  _ , 

rffrfx  +diidy  -4-  dl^dz  — dy^>^  dz*  = o, 

« 

OU,  à cause  de  , ’ ■■ 

didx dt\dy d^dz  ■=.  O , dx^  + dy'  dz*  ■=  ds',  _ 

{i—x)d'xMn—y)d'y+{i:—z)d-^^ds%  - ‘ • 

et , en  metunt  pour  | — z,  leurs  valeurs , * 

^ r (d{rf  *x  -1-  rfirrfô^  -f-  d)^d  >z)  = ds  'dr  ; 

3".  Én  différentiant  l’équation 

( i — x)d’x  -4-  ji»  — y)dy+  (Ç  — z)d'z  ■=  ds'î 
ou  • ' ■ 

{i  — s)rd'x~}-{<i—y)rd‘y-\-{l^  — z)rd'z  = rds', 

{ i—x)d.ni'x'+{f,  —y)d.rd'y  (^—z)d.rd'z 

-4-/Y/‘x(f/| — dx)-^rd'y  {dt,  — dy).-^  nl'z{d^  — dz)  — d.rds'  ; 
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mais 

djcd'x  + djrd‘x  + dzd'z  = dsd's  = o, 
r(rf|rf'x  + d>,dy  + d^d'z)=ds‘dr-, 

donc 

(c  — x)d.rd‘x+  {„  —x)(i-'dy+(^—z)d^'t  + dnis'  = drds', 

((  — x)d.rd^x  4-  (,  — + (C  — z)d.rd'i  ~ o. 

Des  (piatre  équations 

+{,  —yY  + 

(f  + (»  — /)'(;'  + (C  — ^)dz  = o, 

-f-  (,  — + (Ç  — z)d'z  ~ ds\ 

{i—x)d.rd^x  -f.  (,  —x)  d.rdy  7f  {K—z)d.rd^z  = o, 

on  tire 

(i—^) » —X  ' _ K — Z 

djd.rd't-did.rd'y  dgd.rd'T-dxd.rd't  drd.rd’j^jd.rd'x 

— ds* 

<‘‘<<ird.rd't-dtd.rd>j)+d>jr^dtd.rd‘x—dxd.,d‘z)+d>z^dxd.rd>x~drd.rd’x) 

— ^ — r 

\^L{4rd.rd-z-dzd.rd’x)'-t-i‘l^<i.r^-‘l^d.rd-z)‘+{dxd.rd^j--d%.rd‘x’fi'' 

— ^ r . 

^{ds‘L{d.rd>xy+ld.rdv)'+idxdU)^2Jl{dxdxd‘^+drdxd>r+dzdxdu)y]' 


égalant  ces  deux  dernières  fractions,  carrant  et  rédui- 
sant, on  trouve 


équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 


rfr*  dr 

^d?~^  ^'■,77  -hDr>  = o. 
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Si  l'on  substiuie  dans  ccUe  ck|uation  po|ir  X,jr,  z,  leui-s 
valeurs,  exprimées  en  fonction  de  s,  elle  se  réduira  à 


et  sera  ce  qu’on  nomme  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  r et  s,k  lacpielle  on  pourra  satisfaire 
par  une  équation  de  la  forme  (p(r,  s,  c)  = o,  ou  r = c), 

c désignant  une  constante  arbitraire. 

En  donnant  à c une  valeur  particulière , on  aura  r en 
fonction  de  s,  et  si  après  avoir  mis  dans  les  équations 

((  — x)(h;  + (i)  — f)dx  + (Ç  — z)dz  = o, 

(f — x)d'x  + (i, — X^d'x  4-  (C  — = ds‘, 

— x)d.rd’x  (i!  — x)d,rd*x  + (Ç  — z)d.rd^£  = o, 

A la  place  de  x,  y,  z,  leurs  valeum  en  5,  on  élimine  s 
entre  les  trois  équations  résultantes,  pn  obtiendra  entre 
les  coordonnées  E,  V,  ^ deux  équations  propres  à repré- 
senter une  développée  de  la  courbe  que  l’on  considère. 
Cela  posé,  il  est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité 
de  développées  qui  correspondront  aux  diverses  valeurs 
de  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  c. 

Ajoutons  que  toutes  ces  développées  seront  situées  sur 
la  surface  que  l’on  obtiendra  en  éliminants  entre  les  deux 
formules 

(f  — x]dx  -I-  (u — x)df  -f-  {E — a)rfz  = o, 

(f — x)d'x  -f-  (n, — 4-  (4 — z)d^z  = 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  on.  le  lieu  pëo- 
métrique  de  toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs 
propriétés  remarquables,  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
quand  nous  aurons  parlé  de  l’applieation  du  calcul  diffé- 
rentiel à la  recherche  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 
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l>u  contact  des  courbes  situées  d'une  manière  quelconque  dans  raspaco- 
— Courbes  osculatrîces. 


173.  Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l’espace 
(jui  se  toucbcnl  eu  un  point  donné  M ; si  du  point  de  con-* 
tact  comme  centre,  et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on 
décrituiie  sphère,  la  surface  de  la  sphère  coupera  {Jigt  3a) 
les  deux  courbes  en  deux  points  très  voisins  l’uu  de  l’au- 
tre P et  Q ; et  en  admettant  les  définitions  que  nous  avons 
données  (n®  lH),  quand  il  s’agissait  de  courbes  situées 
dans  le  plan  unique  des  coordonnées,  on  obtiendra  im- 
médiatement le  théorème  suivant  ; 

Théorème  i"'.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un 
point  donné,  l’ordre  du  coutact  est  inférieur  d’une  unité 
à l’ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux  courbes, 
également  éloignés  du  point  de  coutact,  et  dont  la  dis- 
tance à ce  point  est  tm  inCniment  petit  du  premier  or- 
dre. Il  est  bon  d’observer  que  la  droite  PQ  = eisin 
qui  unit  ces  deux  points  étant  la  base  d’un  triangle  isoscèle 
MPQ,  et  opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  w, 
sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce 
triangle,  et  par  suite  à la  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  tangente  dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu.  *■ 
La  surface  du  triangle  est  d'ailleurs  égale  au  produit 
J 1*  sin  0),  et,  par  conséquent,  à une  quantité  infiiiimeni 

ai . . 
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petite  iloiit  l’ordre  a-p  2 surpasse  de  deux  unités  l’ordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  mâintenant  que  l’on  projette  les  deux  ' 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  u.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant j),  les  angles  que  les  droites  MP,,MQ,  PQ 

font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

/nj>  = MP  cosp  = I cos^,  mç  = MQ  cosx  = ‘ cos;^, 

/»(^  = PQcos^j.  = 2(sia7«cos\)/, 
mpq  =MPQcoS'w=7i*sin»cos'®  = 1’  sinÿ*  cos7«  cosw 
—\mp  X pq  X sinnipq=\i  cosp  X a»  sinÿ»i  cos^ànmpqi 


d’où 


sin  mpq 


cosÿ«  cos» 
cos^  coi  4'  ' 


la  perpendiculalit!  mr  abaissée  du  point  m sur  la  droite 
pq  sera  égale  au  produit  mpXsiampq , cl  l’on  aura 


mr  — mp  X siampq  = i cosÿ 


ros-j«  cos'w 


J cos-i-»  cos<w 


cos^  cos  >{, 


cos-^ 


or  la  valeur  de  l’angle  o>  étant  très  petite,  et  celle  des  an- 
gles  a,  <j),  X)  'l'i  étant  sensiblement  diflerente  de  — , les 


quantités  C0S7W,  coscT,  cosf,  cos^j  cosij/  auront  des 
valeurs^ensibles,  et  il  suilira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  dopnent  pq,  mr,  pour  reconnaître,  que  la 
distance  pq  est,  dans  l’hypothèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  l’ordre  a -f-  i,  et  qu’elle  forme  avec  la 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o ; 2°  que 
■*  la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  1"  ordre.  Ob- 
sei’vons  encore  que  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
projetées  se  confondant  à très  j>eu  près  avec  la  droite  mp , 
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formera  elle-même,  avec  la  sécante  pq,  un  angle  sensible. 

Puisque  la  projection  pq  de  la  sécante  PQ  qui  unit 
deux  points  situés  à des  distances  du  point  de  contact , 
égaler  entre  elles  et  inCniment  petites  du  premier  ordre, 
est  un  iiiGnimeut  petit  de  l’ordre  a -f-  i et  fait  un  angle 
fini  avec  la  tangente  commune  aux  deux  projections,  ôn  en 
conclura  (n°  142)  que  les  courbes  projetées  ou  les  projec- 
tions des  courbes  ont,  ainsi  que  les  courbes  dans  l’espace, 
un  contact  de  l’ordre  a.  Nous  sommes'arrivés  à cette  con- 
clusion en  supposant  que  le  cosinus  de  l’angle  que  le  plan 
du  triangle  MPQ  fait  avec  sa  projection  mpq  avait  une  va- 
leur finie;  mais  il  est  facile  de  prouver  que  si  ce  cosinus 
était  sensiblement  nul,  c’est-à-dire  que  si  le  plan  du 
triangle  nipq  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  AIPQ,  mais  eu  continuant  déformer  un 
angle  sensible  avec  les  côtés  MP,  MQ,  et  par  suite  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dans  l’espace,  le 
contact  des  deux  courbes  projetées  serait  encore  nécessai- 
rement de  l’ordre  a ou  d’un  ordre  supérieur  à a.  Alors  , 
en  effet , les  distances  mp , mq  seraient  encore  des  quanti- 
tés infiniment  petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la 
distance  pq  serait  une  infiniment  petite  d’un  ordre  au 
moins  égal  à a-f- 1,  ainsi  que  la  droite  pr  que  l’on  obtien- 
drait en  décrivant  du  point  m comme  centre  avec  le  rayoU 
mp,  un  arc  de  cercle  qui  couperait  la  seconde  courbe  au  • 
point  r;  or  la  distance  mp  ne  peut  être  une  quantité  in- 
finiment petite  du  premier  ordre,  et  la  distance  pr  un  in- 
finiment petit  de  l’ordre  a i sans  que  l’ordre  de  con- 
tact des  deux  courbes  projetées  soit  égal  ou  supérieur  an 
nombre  a ; donc,  etc. 

175.  Concevons  à présent  que  l’on  projette  successive^ 
ment  les  deux  courbes  données  sur  le, plan  xy  et  sur  b; 
j)lan  zx;  et  supposons  d’aillem's  que  l’angle  compris  entre 
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l’axe  des  x et  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dif- 
fère sensiblement  d’un  angle  droit,  cette  tangente  ne 
pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan  xjr, 
ni  au  plan  zx  qui  passent  tous  les  deux  par  l’axe  des  x ; de 
plus  ces  derniers  plans  ne  pourront  pas  être  tous  les  deux 
k la  fois  sensiblement  perpendiculaires  an  plan  MIH^,  car 
sans  cela  leur  intersection  commune  serait  sensiblement 
perpendiculaire  aux  deux  ligues  MP  et  MQ,  et  par  suite 
à la  tangente  commune,  ce  qui  est  contre  l’hypotbèse;  et 
par  conséquent,  en  vertu  de  ce  qui  précède , le  contact  des 
deux  projections  sur  le  plan  xjr  et  sur  le  plan  zx  sera  tou- 
jours de  l’ordre  a ou  d’un  ordre  supérieur  à a,  et  sur  l’un 
des  deux  plans  au  moins  de  l’ordre  a seulement,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  a”'.  Pour  obtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  com- 
mune ne  forme  pas  un  angle  droit  avec  l’axe  des  x,  il 
suffit  de  chercher  les  nombres  qui  indiquent  les  ordres  de 
' contact  des  deux  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans 
x^  et  zx,  chacun  de  ces  nombres,  s’ils  sont  égaux,  ou 
le  plus  petit  d’entre  eux,  s’ils  sont  inégaux,  iiidi(|uera 
l’ordre  du  contact  des  courbes  proposées. 

Corollaire  i®"^.  La  recherche  de  l’oixlrè  de  contact  de 
deux  courbes  à double  courbure,  se  trouve  donc  réduite 
à la  recherche  de  l’ordre  de  contact  de  deux  courbes  pla- 
nes, c’est-à-dire  à un  problème  déjà  résolu.  On  en  con- 
clura, i"  en  prenant  X pour  variable 'indépendante,  et 
désignant  par  j*, . . .z',  z",  z” . . . les  dérivées  suc- 

cessives des  variables  et  z considérées  comme  fonctions 
de  X ; 2®  en  désignant  par  n le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à a,  que  si  deux  courbes  ont  en- 
tre elles  un  contact  de  l’ordre  n , les  quantités 
r<">,  z,  z',  z",...  a'"’  conscr\eronl  les  memes  valeurs 


. Digilized  by  GoogU 


TREMTE-uniEME  EEÇOW. 


327 

pour  le  point  dont  il  s'agit  dans  le  passage  de  la  première 
courbe  à la  seconde,  tandis  que  chacune  des  quantités 
y i <"+'),  ou  au  moins  l’ime  des  deux,  changera  de 

valeur  ; de  sorte  que  dans  le  cas  où  l’ordre  de  contact  sera 
un  nombre  entier,  il  suffira  pour  déteimincr  cet  ordre, 
de  diminuer  d’une  unité  l’ordre  des' dérivées  successives 
y' ty" ly  " ^ > ^ premières  cessent  d’èlre  • 

égales  quand  on  passe  d’une  combe  à l’autre  . 

Scolie.  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
formait  un  angle  droit  avec  l’axe  des  x,  elle  ne  pouiTail 
pas  être  à la  fois  perpendiculaire  au  plan  xjr  et  au  plan 
zx,  ou  aux  axes  des  jr  et  des  z 5 donc,  pour  déterminer 
dans  cette  hypothèse  l’ordre  de  contact  des  deux  courbes , 
il  suffirait  de  substituer  À l’axe  des  x l’axe  desj^  ou  l’axe 
des  2 , et  de  remplacer  eu  même  temps  le  plan  zx  ou  xy 
par  le  plan  yz . 

176.  On  peut,  au  deuxième  théorème,  en  substituer 
un  autre  qui  ne  soit  sujet  à aucune  restriction,  et  dont 
voici  l’énoncé  ; 

Théorème  3“'.  Pour  obtenir  l’oi-drc  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de 
chercher  le  nombre  qui  représente  l’ordre  de  la  distance 
inhuiment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes,  à partir  du 
point  de  contact  dans  le  cas  où  les  mêmes  longueurs  de- 
viennent infiniment  petites  du  premier  ordre.  Le  nom- 
bre dont  il  s’agit  diminué  d’une  unité,  indique  toujours 
l’ordre  du  contact. 

Démonstration.  Soit  toujours  M {Jig.  33)  le  point 
commun  aux  deux  courbes  qui  se  touchent;  soient  encore 
P et  Q deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  la  se- 
conde courbe  à la  même  distance  du  point  de  contact  ; en- 
fin , concevons  qu’à  partir  du  point  M on  porte  .sur  la  se- 


Digitized  by  Coogie 


3a8 


CALCUL  DIFFÉRF.JITIEL. 


conde  courbe  un  arc  MR  qui  soit  égal  à l’are  MP,  les  sé- 
cantes PR  et  PQ  seront,  comme  ou  l’a  vu,  sensiblement 
perpendiculaires  à la  tangente  commune  ; de  pliLs  la  coi-de 
QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblefnent  pa- 
rallèle à cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
' rectiligne  PQR , les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  différera  très  peu 
d'un  angle  droit;  donc  le  rapport  entré  les  deux  premiers 
côtés  qui  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  opposés  | 
différera  très  peu  del'unité,  et  en  désignant  toujours  par 
l’angle  des  deux  rayons,  et  par  £ une  quantité  infiniment 
petite,  on  aura  PR  = PQ(  i -|-£),  «a  parce  <juc  PQ  , corde 
de  l’arc  qui  mesure  <o  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est 


est  égale  à a/' sin-,  on  aura 


PR  = ( I -|-  I ) a»  sin 


D’ailleurs  en  remartjuant  que  le  rapport  d'un  arc  à la 
corde  a pour  limite  l’unité,  et  désignant  par  e'  une. nou- 
velle quantité  infiniment  petite,  on  a arc  MP  = (i  -|-£')i. 
Donc  puisqu’en  considérant  le  rayon  vecteur  t comme  in- 
finiment petit  du  premier  ordre,  l’arc  MP  sera  lui-même 
infiniment  petit  du  premier  ordre , tandis  que,  comme 

nous  l'avons  vu,  le  produit  a tsin^et  la  distance  PR  se- 
ront des  infiniment  jxnits  de  l’ordre  a -f-  i,  a désignant 
l’ordre  de  contact  des  courbes,  on  obtiendra  dans  tous  les 
cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d’une  unité  le 
nombre  qui  exprime  l’ordre  de  la  distance  infiniment 
petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs 
égales  et  infiniment  petites  du  premier  ordre  portées  sur 
les  deux  cwirbes  à i)arlir  du  point  de  contact,  ce  <[ii  il 
fallait  démontrer. 
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177.  Désignons  par  x,  jr,  z,  ^,rij  Ç les  cooinJonnécs 
des  points  auxquels  aboutissent  les  longueurs  égales  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe , et  par  d la  distance  de 
ces  extrémités , on  aura 


â ne  pourra  être  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a + i 
qu’autantquc  l’une  au  moins  des  diirércnces a: — — r,, 
Z — ^ sera  de  l’ordre  a -+-  i,  les  deux  autres  étant  du 
même  ordi-e  ou  d’un  ordre  jllus  élevé,  ce  qui'  exige,  en 
prenant  i pour  variable  indépendante,  que  des  quantités^ 


y — 1> 
= -Ç, 


d-{x—i) 

d'{x—() 

d'+'(x — f ) 

di  ’ 

di'  ’■ 

di'  ’ 

di'  + ' 

>) 

d’(r— •) 

d'+'ir—i) 

di  ’ 

di'  ’■ 

' ' di'  ’ 

di'  + ' 

d'{z-Q 

d'  + '(z—^) 

di  '■ 

di'  ’■ 

' ' di"  ’ 

les  dernières  seules,  ou  au  moins  l’une  d’entre  elles,  ne 
s’évanouissent  pas  avec  i. 

' Cela  posé,  désignons  par  5 et  (7  les  arcs  renfermés  entre 
un  point  fixe  de  la  première  courbe  et  le  point  (x,y,  z) , 
entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point 
et  admettons  que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le 
même  sens  que  l’arc  comme  les  trois  variables  5 et  a 
diflercrdnt  entre  elles  de  quantités  constantes,  on  aura 

(li  — ds  z=.  dr, 

et  l’on  pourra  dès-lors  (ii^Ol),  aux  expressions  qui  pré- 
cèdent, substituer  les  suivantes 


X — f , 

dx 

di 

d'x 

d'i 

d'  + 'x 

d'+ 

ds 

rf»’  ■ ■ 

ds' 

d<r'  ’ 

<*"+^ 

dr'+'  ’ 

dr 

dt! 

d'y 

d'il 

d«  + 'y 

d'+'i, 

di 

dr^ 

ds" 

~~  dÿ^' 

ds'  + ' 

d<r"  + ' ’ 

dz 

d'z 

d'+'z 

ds 

dx'" 

dT' 

f/7^’ 

7is"+~ 

“ ï/r"+^  ’ 
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et  l'on  devra  avoir  au  point  de  contact 

, dx rff  d'x  rf’î 

* , Ts~l<r'  ^ ~ 1^'  • • • 

dy  dn  d^y  rf*» 

^ ds  dr'  ds'  dr''"'' 


d^x  

ds"  dr"  ’ 

d"y  

ds"  dr"’ 


’ „ rfs  rfÇ  d'z  rf'4  d"z  d"!^ 

* ' ds  ds’^  ds"  dr"  ’ ' ' dr"  dr"' 

» 1 

Or  CCS  équations  renferment  le  théorème  suivant  ; 

178.  Théorème  4“"'-  Lorsque  deux  courbes  se  touchent 
• un  un  point,  si  l’on  considère  les  coordonnées  z de 
chacune  d’elles  comme  des  fonctions  de  l’arc  s pris  pour 
variable  indépendante , et  si  l’on  suppose  cct  arc  compté 
sur  chaque  courbe , de  telle  manière  qu’il  se  prolonge 
'dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point 
de  contact,  les  variables  z et  leurs  dérivées  succes- 
sives jusqu’à  celles  dont  l’ordre  sera  indiqué  par  le  nom- 
bre entier  n ,'égal  ou  immédiatement  supérieur  à l’ordre 
du  contact,  ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à la  seconde  : les  .dérivées 


• f/“  + 'x  d"  + 'y  rf"  + 'ï 

ds"+''  ds"+‘  ’ ds"  + "’ 


^uau  moins  l’une  des  trois,  changeront  de  valeur  quand 
on  passera  d’une  courbe  à l’autre. 

Du  théorème  qui  précède , joint  aux  principes  éta- 
blis dans  la  dix-neuvième  leçon,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l’ordre  a,  on  désigne  par  n le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieur  à a,  i“  les  n premières  difl'éreulielles 
des  variables  x,y,  z,  prises  relativement  à une  fonction 
cfuelconque  r de  ces  variables,  et  même  les  « pramières 
ditrérentielles  d’une  fonction  quelconque  t de  ces  variables, 
prises  par  rapport  à une  autre  fonction  arbitraire  u des 
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mêmes  variables , ne  changeront  pas  de  valeurs  quand  on. 
passera  de  la  première  courbe  à la  seconde  ; 2”  les  diffé- 
rentielles de  l’ordre  (n-|-i)  de  j:  Z,  prises  par  rapport  » 

à r,  ou  de  l par  rapport  à u,  changeront  ordinairement  de 
valeur  quand  on  passera  de  la  première  courbe  à la  se-  * 

condc,  quoique  le  contraire  puisse  avoir  lieu  dans  certains 
cas  particuliers. 

Corollaire.  Rien  n’cmpèche  de  supposer  r — x.  Dans' 
les  corollaires  qui  précèdent,  les  dérivées  k 


dx  d'x 

d’x 

dy  d'y 

dz 

d^z 

d?' 

dr“  ’ 

dr  ' " dr"  ' 

dr'" 

' dr'^  ’ 

« 

deviendront  alors 

d'y 

dx'' 

d'y  dz 
dx' ’ dx  ’ 

d^z 

dP^* 

d^z 
dx*  ^ 

« 

•à 

donc  si  les  courbes  proposées  opt  entre  clics  un  contact  de 
l’ordre  a , et  si  l’on  prend  x pour  variable  indépendante , . 
les  coordonnées^,  z et  leurs  dérivées  successives  jusqu’à 
celles  de  l’ordre  n inclusivement,  n étant  un  nombre  en- 
tier égal  ou  immédiatement  supérieur  à o , conserveront 
en  général  les  mèmez  valeurs  relatives  au  point  de  contact 
dans  le  passage  de  la  première  courbe  à la  seconde.  Les  dé-  t 

rivées  de  l’ordre  n -i-i  et  les  suivantes,  changeront  de  va- 
leurs, excepté  dans  certains  cas  particuliers.*  •' 

179.  Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 


dx  rf*x  d"x  dy  d'y  d“y  dz  d'z  d’z 

ds  ’ ds'  ’ ds"  ’ ds  ’ d.f'  ’ ds"  ’ rfr’  ds''  ds’  ’ . 


ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d’un  ordre  au  moins  égal  à n. 

Dans  cette  hypothèse , en  eflet , les  différences  x — ^ , 
y — m,  Z — Ç,  considérées  comme  fonctions  de  i,  s’éva- 
nouiront avec  J ainsi  que  leurs  déri\écs  jus<{u’.à  celles  de 
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l’ordre  n inclusivement,  et  l’on  aura,  eu  faisant 


7 — ” = z(0>  “ — Ç = 'l'(0. 
/«+ 1 


X— {=ip  (l)  = 

y—i  = x{‘)  = 


1 . 2 . 3 . . . (n  + I ) 


I .2.3.  . .(/l+l) 

1 . , X — ? r — $1  2 — t ,, 

Lelapose,  les  rapports . ' , s evauoiussani 

avec  i tant  que  a sera  plus  petit  que  n -J-  i , les  trois 
différences  a:  — $,  y — r,,  z — aiusi  que  la  distance 


l^=  \/(ar i)‘  -i-{jr l,)*+(2 4)', 

% 

seront  des  quantités  infiniment  petites  d’un  ordre  au 
^ moins  égal  à « + i , et  par  conséquent  les  deux  courbes 
auront  entre  elles  un  contact'd’iui  ordre  aumoins  égalàn. 

180.  On  dit  que  deux  courbes  à double  courbure  sont 
osculatrices  l’une  de  l’autre  en  un  point  qui  leur  est  com- 
mun, lorsqu’elles  ont  en  ce  point,  non  - s’culement  la 
même  tangente,  mais  encoce  le  même  cercle  oscillateur, 
et  par  conséquent  le  même  plan  osculateur,  la  même  nor- 
male principale  et  les  mêmes  courbures.  Dès-lors,  pour 
que  deux  courbes  soient  osculatrices  en  tin  point  corres- 
pondant à l’abscisse  x,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les 
coordonnées  j-,  z relatives  à cette  abscisse,  et  Icui-s  déri- 
vées du  premier  et  du  deuxième  ordre , c’est-à-dire  les 
six  quantités 


r r'  = ^ r"  = ^ 2 z' = ~ 2"  = — 

‘ ’ dx'  ^ ’ rfx  ’ 


conservent  dans  le  passage  d’une  courbe  à l’auti-e  les  mê- 
mes valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes  ; en  effet,  ces 
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six  quantités  déterminent  complètement  la  tangente  et  le 
cercle  osculateur. 

De  plus,  comme  on  peut  exprimer  les  dérivées  y',  y'% 
z',  z",  au  moyen  des  dilTérentielles/Zr,  dy,  dz,  d'x,  d*y, 
d'z,  et  réciproquement,  on  en  conclut  que  pour_  savoir 
si  deux  courbes  à double  courbure  sont  oscidatriccs  l’une 
de  l’autre , il  suffira  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x,y,  s , 
l’arc  s par  exemple , et  d’examiner  si  les  équations  des 
deux  courbes  fom’nissent  les  mêmes  valeurs  de  x,y,  z, 
dx,  dy,  dz , d*x,  d*y,  d*z. 

Application.  Si  l’on  veut  que  le  cercle  représenté  par 
lès  deux  équations 

({  — x)*  — r)’+  (Ç  — î)*  =(»’, 

( { — x)  cos/  -1-  (»  — y)  cos  m -|-  (Ç  — z)  cos  n = o, 

soit  osculateur  d’une  courbe  donnée , il  faudra  et  il  suffira,  , 
puisque  le  cercle  passe  déjà  par  le  point  (x , y,  z),  que  les  , 
équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  second 
ordre , , 

({  — x)  dg  4-  (y — + (Ç — z)dC=o, 

(f —x)  -I- * -l-rfÇ  >)  = O, 

’cosldS  y-coimdii  ■+■  cos nd^  —o, 
cos/</*i-f-cos»i  rf**4-cos/i</’Ç=  P, 

f 

soient  vériflées  quand  à la  place  derfÇ,  dr,,  dl^,  f/’|,  d'r,, 
d'^,  on  mettra  dx,  dy,  dz,  d*x,  d^y,  d'z,  et  que  l’on 
ait  par  conséquent 

( f — x)  cos  I +(>i  — y)  cos  /IJ  4-  (C  — cos  n = o, 
cos / dx  4-  cos  m dy  cos  n ds~  o, 
cos / </’x'4~ cos  m d'y  4-  cos  nd'z  = o , 

(f  — x)'4-(*— /)’ 4-(Ç  — f)*  = 

(fi—  x)  dx  — y)dy  4-  (Ç—  2)*  = o , 

(f — x)f/*x4-(»  — y)d'y  4-{C—  !)d'z  = — ds'. 


9 
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Ces  six  équations,  jointes  à l'équation  connue 

. • cos’ / + cos* /« -i- cos*  n = I , 

déterminent  complètement  un  cercle  qui  sera  le  cercle  os- 
culateur  cherche , puisque  les  angles  /,  m , n,  sont  don- 
nés précisément  par  les  trois  équations  qui  tixent  la  posi- 
tion du  plan  oscillateur,  et  que  les  trois  autres  équations 
sont  celles  qui  fournissent  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  et  le  rayon  de  coimbure. 

. Corollaire.  On  conclut  de  ce  qui  précède , que  deux 
courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé,  sont  nécessairement  osculatrices 
l'une  de  l'autre. 


•k 
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Flan  langent  et  normale  aux  «iirfacea  courbes'.'  < 


181 . Considérons  une  surface  courbe  quelconque  re- 
présentée par  l’équation  u = F (a: , 2)  = o.  Si  par  un 

point  (x,  je,  z),  donné  sur  cette  surface,  on  en  fait  passer 
une  seconde  = o , qui  la  coupe  suivant  une  Certaine 
courbe , la  tangente  menée  en  ce  point  à la  courbe  don)^ 
il  s’agit  (m=o,  m=o)  sera  donnée,  comme  hous  l’avons 
vu,  par  les  deux  équations  * 


.du  .du 


dv 


dv 


et  sera  l’intersection  des  deux  plans  que  ces  équatiufis 
roprésentent ; or,  l’un  de  ces  plans,  savoir,  celui  qui  a. 
pour  équation 


est  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface  v>  o*, 
et  par  conséquent  aussi  de  la  nature  de  la  courbe  d’in- 
tersection : donc  toutes  les  courbes  formées  sur  la  surface 
M=o,  de  manière  à passer  par  le  point  {x,y,  z),  auront 
leurs  tangentes  en  ce  point  comprises  dans  un  seul  plan. 
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Ce  plan  unique  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  à la 
surface  par  le  point  (x,jr,  z),  est  ce  qu’on  appelle  le  plan 
tangent  mené  à la  surface  par  ce  point. 

Les  raisonnements  qu’on  vient  de  faire  subsisteraient, 
et^par  suite  l’équation  du  plan  tangent  conserverait  la 
môme  formit 


du 


dz' 


si  dans  la  fonction  u les  variables  x,  jr,  z représentaient 
non  plus  des  coordonnées  rectangtilaires,  mais  des  coor- 
données obliques. 

Si  en  faisant  varier  x,  jr,  z,  on  dilférentie  l’équation 
U = O,  on  obtient 


du 

dx 


du  du 

dx  — rfr  • = O. 
dy  az 


En  comparant  cette  dernière  équation  à celle  qui  pré- 
cède, on  reconnaît  ipic  pour  obtenir  l’éipiation  du  plan 
tangent,  il  suffit,  dans  l’équation  düTérentielle  de  la  sur- 
face de  remplacer  les  différentielles  //x,  dy,  dz  par  les 
dilférencés  | — X,  v!  — j,  ^ — ’. 

182.  Si  par  le  point  (■J',  y,  s)  de  la  surface  donnée,  on 
mène  une  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  cette 
droite  sera  la  normale  à la  surface  en  ce  point. 

. Soient  i,  p,  V,  les  angles  de  cette  normale  avec  les 
axes  ; l’équation  du  plan  tangent  pourra  être  mise  sous  la 
nouvelle  forme  • ' 

. ^ (f  x)  C08  A -f-  (»  x)  + (C  — z)  cos  r , 

et  l'on  aura,  par  conséquent, 

± I 


cos  A 
du 
. dx 


cos« 

du 

dr 


cos  > 
du 
dz 
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Ht  eu  posant 


J f du\'  fdu\'‘  f _ 

vui  + y +u) =“•. 

, I du  i du  . i du 

R <ir’  ^ R rf/’  R </e 

Les  équations  de  la  normale  seront  dès-lors 


^ — ' 

du  du  du 

dx  dr  dz 


L'angle  aigu  formé  par  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z), 
avee  le  plan  jçy,  est  ce  qu'on  nomme  l'inclinaison  de  la 
surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidemment 
égal  à l’angle  aigu  formé  par  la  normale  avec  l’axe  des  z , * 
et  appelant  I cette  inclinaison , on  a 


séci  = ± — 


R 

du 

dz 


nf 


Quand  l’équation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 
z = f{^iy)i  on  snra 

«'=  f{x,  y)  — z = O-, 

m 

si  l’on  fait,  pour  abréger,, 

df{x,y)  _ ^ ^f(x,r)  _ * _ 

dx  dx  ’ dy  dy  ^ 

il  viendra 

du  du  du  . . J . 

= ^ = *=-■’  P<i^^1<iy-dz  = o, 

T.  I.  aa 


s 
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l't  les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

Ç — 2 = p(?  — x)  + q{n—y), 
i — X » — X _ C — Z 

> P ~ ~ I ’ 

OU  • 

î — X + /^(Ç  — z)  = O,  , — + ç(Ç_z)  = o; 

alors  aussi,  les  angles  X,  p,  v,  I sont  déterminés  par  les 
équations 

cosA  = ± — ..  -f;— ■ — , cos/«=± — =, 

+ + ' V^p^  + q'-\-i 


cos  I = 


CiJSr  _ y - . . - — I v/VTi>  m.  — — -J - , 

séci  r=  I . 

185.  Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale 
conserveraient  la  même  forme,  si  l’équation  de  la  sur- 
face, au  lieu  d’être  m = o,  devenait  u = c. 

De  plus,  si  dans  l’équatiou  du  plan  tangent 

+(’— r)  ^ + (Ç  — »)  X = "’ 


rfz 


on  regarde  les  coordonnées  f Ç comme  constantes,  et 
les  coordonnées  x,  y,  s comme  variables,  ou  obtient  non 
plus  l’équation  du  plan  tangent,  mais  l'équâtioii  d’une 
nouvelle  surface  qui  estle’lieu  géométrique  des  points  où 
les  diverses  surfaces  représentées  par  l’équation  u = c, 
dans  laquelle  on  donne  à c diverses  valeurs,  sont  rencon- 
trées ou,  toucl\ées  par  des  plans  tangents  menés  tous  par 
le  point  ({,  w,  Ç). 


iT 


De  même , si  dans  la  formule 
' s 

^ — X _ t,  — y _ ^ — Z 

du  du  du  ’ 

dx  dy  dz 


on  regai-de  les  coordonnées  x ,.y,  z comme  seules  varia- 
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blés , on  obtiendra  non  plus  les  équations  de  la  normale 
à la  surface  « = o , mais  les  équations  d'une  courbe,  lieu 
• géométrique  des  points  on  les  diverses  surfaces  représen- 
tées par  l’équation  u = c sont  rencontrées  par  des  droites  * 
normales  qui  concourent  toutes  au  point  (^,  >j,  ^). 

Supposons  que  la  surface  courbe  que  l’on  considère 
soit  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

l_  / du  du  du 

les  quantités  — , _ , seront  alors  remplacées  par 

dx  dx  dx'"'  ^ ■ dx'"’  dz 

et  1 équation  du  plan  tangent  deviendra  , 


^ ^ du  dv  dw  ■ 

dx"  ' dz^  dz'^~dz'"' 


ou 


dv 


dw 


y ( du 

dx 


du 


+■■■)  + ' (J + , 

, y (du  dv  dw  \ 


dz  dz 


dx 


du  du  dv  dv  dv 

^dx  *dz 

+ x±+x±  + ,'t. 

dx  dz 


dx 


Si  d ailleurs  Ids  fonctions  «,  i^,  w,  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes, la  première  du  degré  m,  la  deuxièipe  du  degré 
m—  I , la  troisième  du  degré  m — a,  etc. , on  aui'a 
vertu  d’un  théorème  connu,  ' ’ 


eu 


du  du 
^--^^dx- 


dx 


du  * 

“2-7-3:  mu  , X 
dz 


dv  ilv  'dv 


au  .* 
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Cl  l’équation  du  plan  tangent  deviendra,  en  ayant  égard 
encore  à l’équation 


« -l-  I'  -1-  «•...  = 

dv  dtv  . \ ^ 

dw 

{r,+Tr 

/ du  dv  du' 

— f»  — 9.M' 

Dans  le  cas  où  l’on  regardera  »î,  ^ comme  des  cons- 
tantes, ■T,jr,  Z comme  variables,  celte  dernière  équation 
représentera  une  surface  du  degré  m — i , lieu  géomé- 
trique des  points  de  contact  de  la  premièi*e  avec  les  plans 
tangents  menés  par  le  point  (|,  rj , ^).  Si  la  surface  donnée 
est  du  second  degré,  la  seconde  se  réduira  simplement  à 
une  surface  du  premier  degré,  c’est-à-dire  à un  plan,  et 
l’on  arrive  ainsi  au’tbéorème  suivant  ; 

Si , par  un  point  donné,  l’on  mène  des  plans  tangents 
à une  surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact 
feront  partie  d’une  même  courbe  plane. 

Si  l’on  suppose  v = o , ve  = o , l’équation  de  la'^surface 
donnée  sera  u = r,  et  celle  du  plan  tangent 


rfu 

/ix 


du  du 


dy 


Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à une  surface 
par  un  point  donné  {or,  y,  z),  ne  la  rencontre  qu’au  point 
dont  il  s’agit,  ou  qu’il  la  touche  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes,  ou  qu’il  la  traverse.  Dans  les  deux  derniers  cas,  si 
l’on  désigne  par 

. /{or,  y,  î)  = O 

l’équation  de  la  surface,  par  ç,  n,  ^ les  coordonnées  va- 
riables d’une  des  lignes  suivant  laquelle  cette  surface  est 
touchée  ou  traversée  par  le  plan  tangent,  ces  coordon- 
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rii’es  vérifieront  iiécessairenienl  les  deux  étpjalioiis 

/({,  „g  = o, 

Lorsqu’on  peut  ti'ouver  sur  la  surface  une  ou  plusieurs 
lignes  droites  qui  passent  par  le  point  (.r, z'),  cliaciuie 
de  ces  ligues  se  confond  nécessairement  avec  la  tangente, 
et  se  trouve  par  suite  comprise  dans  le  plan  tangent. 
Alors  les  équations  qui  précèdent  doivent  pouvoir  être 
remplacées  par  deux  ou  plusieurs  équations  linéaires,  ou 
du  premier  degré  en  t:  , et  si  cela  a lieu  pour  tous 
les  points  de  la  surface,  ou  quels  que  soient  .v,y,  z,  la  sur- 
face sera  du  nombre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées 
par  le  mouvement  d’une  ligne  droite,  et  qu’on  nomme 
surfaces  réglées.  Parmi  les  surfaces  de  ce  genre,  on  doit  re- 
marquer les  surfaces  développables  qui  sont  touebées  par 
chaque  plan  tangent  suivant  une  génératrice.  Entre  les 
surfaces  développables  on  distingue  particulièrement  les 
surfaces  cylindriques  engendrées  parle  mouvement  d’une 
droite  qui  est  toujours  parallèle  à elle-même,  et  les  sur- 
faces coniques  dont  la  génératrice  passe  toujours  par  le 
même  point.  Les  surfaces  réglées  qui  ne  sont  pas  déve- 
loppables s’appellent  gauches. 

184.  AppUcations , Expulple  : La  sphère 
X*  -I-  r’  -1-  Z’  = R’. 

En  difl’érentiaut  on  a xdx-\-ydj-\- zdz  = o ; 
l’équation  du  plan  tangent  est 

x(? — x)-f-/(ii— r)-f-z(Ç— z)  = o.  "U  xf-f- vï-|-<  = R';  ,, 

les  équations  de  la  normale  sont  - = - 

' X y Z 

La  normale  se  confond  donc  avec  le  rayon  mené  au 
point(u‘,j’,  x),  et  le  plan  tangent  avec  un  plan  perpendi- 
culaire à ce  rayon. 
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a""'  Exemple  : L’ellipsoïde  ^ ^ + T — ' • 

Le  plan  tangent  a pour^ équation 

6‘  ^c‘  ’ 

I 

il  ne  rencontre  la  surface  qu’au  point  (x,  y,  z)  : en  effet, 
des  équations  simultanées 

/»>  ' A*  * /»*  ^ /»*  * A»  ’ ’ 


6*  c* 

J?  1 y ^ 2 ^ 

jointes  à l’équation  de  l’ellipsoïde  — + '^  + — = i , on 
tire 

U-’ ^ c“  j ^ j ~ + 7^ J - ’ 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 


(^JLZll\  = O, 
aé  y 


et  par  suite 

w 2»  = 0,  2f 4cÇ  = 0,  X» /{=0, 

fi  _1_  fi. 

^ ~ ~ ~ f!  -l.  fi  ~ ’ 

a*  6*  c’ 

ê=x,  s=y',  C = *. 


Les  équations  de  la  normale  sont 

o»(g— j)  _ b'{n—y)  _ c^(C— z) 

X J 2 ■ 

3“'  Exemple  : L’hyperboloïde  à une  nappe 
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Ufs  équaliulis  de  la'iiormale  et  du  plan  tangent  sont 
f X ^ ^ ^ «•(? — x) b\{tt  — r) C*(^ — z) 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  du  plan  tangent 
avec  la  surface,  il  faut  trouver  les  systèmes  dt;  valeurs  de 
P,  n,  ^ propres  à vérifier  simultanément  les  écpiations 


/j>  A» 


A*  c‘  ’ a’  b 


xf 
a ’ 


yi  . 


or,  de  ces  deux  équations  (combinées  avec  la  formule 

A' 

X" 


x'  r*  I”  . » 

h ; = I , on  tire 


X’ 

a * 


û>"^A 


ou,  ce  qui  revient  au  même , ^ 

X,  — Y _ — 

ab  ) \ c J ' i 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  la  surface  suivant  deux 
droites  génératrices,  déterminées  par  les  équations 

U 

a * 


.IZ  ^ , 

A*  c*  ’ 


X» sf , Ç Z 

ab  ~ 


4“'  Exemple  : L’hyperboloïde  à deux  nappes 


X*  y*  s'_ 

A>  /•> 


L'équation  du  plan  tangent  est 
. iy 

‘c* 


HZ 

' A> 


il  n’a  de  commun  avec  la  surface  que  le  point  (x,  y,  ' 
5“''  Exemple  : Le  paraboloïde  elliptique  lopiésente 
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X*  r ' -3Z 

Ht =0. 

a'  h'  c 

En  diflercntiant,  on  trouve 

X y dz  du  X du  y du  i 

a*  b*  ^ c'  dx  * a'’  dy  * i*’  dz  c" 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

(f_x)~  + (,_r)^_(Ç-.s)  - = o.  ou  _+^_  = _, 
(f— x)a>  _ (s— r)  _ _ c (C— z) 

X *1 

_ x(f-x)+r('>-.r)  + az(^-z)  _ X (f  - x)-P7  (n  - 2Z  - z)  _ 

X'  r'  7.Z  O ’ 

a'  c 


d’où  l’on  tire 
“'{i — x) <’*(i  — y) 


, x((-x)-i-y(^—y)+2z(^—z)=o. 


Cette  dernière  équation  prouve  que  la  normale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  mené  par  ce  point  à un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  l’équation  serait  de  la  forme 

• x’  -J-  y’-{-  2Z’  r=  C. 

Dans  le  cas  où  l’on  considère  a:,  jy,  z comme  seuls  va- 
riables, l’équation 


représente  un  second  paraboloïdc  de  même  foime  que  Iç 
premier,  mais  dont  l’axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a 
pour  équation 


X = - , r = ■ 


Tl  le  vsominei  avec  un  |M)inl  situé  sur  cet  axe  et  corres- 
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pondant  à l’ordonnée 


:i45 


^ ’ 4 U’ 


•*>/ 


Dans  cette  même  hypothèse , l’équation  — = — ~ 

représente  un  plan  qui  coupe  les  deux  paraboloïdes  sui- 
vant une  ellipse,  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
donné  avec  les  plans  tangents  menés  par  le  point  (^,  w,  Ç). 
Si,  entre  les  trois  équations 

a'  b‘  c'  b*  c'a' 


V ^ V 

b'  c' 


on  élimine  ^ et  z,  ou  on  trouvera 

a'  ^ b' 
ou 


1^’ 


et  comme  on  ne  peut  satisfaire  à cette  dernière  équation 
qu’en  posant  ^ = x,  ri  =y,  et  par  suite  = z,  on  eu 
conclut  que  le  plan  tangent  n’a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  point  (x,y,  z). 

6“'  Kxemple  : Le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l’équation  , 


a'  . b'  c'  dx  «•’  dy 
L’équation  du  plan  tangent  est 

— _ (”  —J')y  _ C— ^ . 

a‘  b'  c ’ 

les  équations  de  la  normale  sont 

a'{i—z{  b' (>)—/] 

X ~ y 


2^ 

du 

2Z 

“ b'  ’ 

dz 

■ e' 

f * 

OU  — 

V 

t . 

= ^-±! 

a ’ 


= _r(Ç_s) 

— — + r)r4-(C— 
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OU 


— jr)  ^ b'(ti—y) 
X . y 


{S  — x)x  + {i,  -x)x-i-  «-2)  22  — O. 


Pour  obtenir  la  ligne  d’intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  tangent,  il  suffit  d’assujétir  les  coordonnées  >î,  ^ 
à vérifier  à la  fois  les  deux  équations 

^ ^ ^ C + 2 

a’  b'  c ’ a'  ‘ b'  c' 


Or  si  entre  ces  dernières  et  l'équation  de  la  surface 

X*  22 

a ’ é'  c ’ 

on  élimine  ^ et  z , ou  z + ^ , on  trouvera 


et  l’on  en  conclura 

f — X _ 1 — y i — x i)  —y 

a b ’ a b ‘ 

Ces  deux  équations , jointes  à celles  du  plan  tangent,  re- 
présentent deux  droites  qui  sont  riiiterscction  du  para- 
boloïde  avec  ce  même  plan  ; ces  deux  droites  peuvent  être 
regardées  comme  les  génératrices  de  la  surface. 

7“'  Exemple  : Le  paraboloïdc  hyperbolique 
xy  = rz.  V 

L’équatiou  du  plan  Ungent  est 

IX  -\-(y  — c(Ç  4-  z). 
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les  équations  de  la  normale  sont 

x(f— x)  =^(n  — jr),  x(f— x)4-/  (,— j-)+w(Ç-Hï)=o. 
Les  génératrices  sont  données  par  les  formules 

f=x,  Dx4-f/  = c(Ç  — i);  ^—y,  i(X-)^f;r=c(Ç— z), 

et  elles  sont  constamment  perpendiculaires  l'une  à l'axe 
des  X,  l'autre  à l'axe  desj^. 

8“”  Exemple  : L'héliçoïde  représenté  par  l'équation 


Z = oR  arc  tang 


(«))• 


ou 


Z . d9>.{xdy—rdx) 
y=xtang  — , rf*  = 5 — i i- i, 

— dt  = xdy  — y dx. 
oR  ’ 


Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 


—X 


x*4-r’ 


Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de 
lignes  dont  l'une  coïncide  avec  la  génératrice,  c’est-à- 
dire  avec  la  pcrpendictilaire  abaissée  du  point  de  contact 
sur  l’axe  des  z. 

185.  Quelquefois  des  lignes  ou  des  points  placés  sur  une 
surface  courbe,  offrent  des  particularités  dignes  de  re- 
marque, et  analogues  à celles  que  présentent  les  points 
singuliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singuliers  des 
surfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels  on  peut 
faire  passer  une  ifkûnité  de  plans  tangents.  En  chaque  point 
de  cette  espèce  les  valeurs  de  cos  X,  cos  p,  cos  v doivent 
être  indéterminées,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
deux  cas,  savoir  : i"  quand  l’une  au  moins  des  quantités 
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7/5’  ^ prend  une  valeur  indéterminée;  a" 

ces  trois  quantités  deviennent  uulies  ou  infinies.  Dans 
l’un  et  l’autre  cas,  l’équation  du  plan  tangent  devient 
identique,  ou  renferme  au  moins  une  constante  arbitraire. 

Considérons,  parexcmple,  le  sommet  de  la  surface  co- 
nique représentée  par  l’équation 

X*  + = R’’z’  : 

le  plan  tangent  a pour  équation  ^x+nr=  R’Çz.  Au 
sommet  du  cône  qui  coïncide  avec  l’origine  des  coordon- 
nées, onax  = o,  ^"=0,  z=o;  l’équation  du  plan 
tangent  se  réduit  à o =o  : la  position  de  ce  plan  est  donc 
indéterminée.  Pour  faire  disparaître  cette  indétermina- 
tion , posons 

Æ=rcosu,  jr'-=rsmu, 
d’où  l’on  conclut 


l’équation  du  plan  tangent  devient  alors 
f cos  U -f-  a sin  u'=  Rz , 
et  ne  dépend  que  de  l’angle  u. 

Or  cet  angle,  qui  est  déterminé  pour  tous  les  points  de 
la  surface  conique  autres  que  le  sommet , cesse  de  l’être 
pour  le  sommet  lui-même , et  se  change  alors  eu  cons- 
Unte  arbitraire;  car  il  y a une  infinité  de  manières  de 
satisfaire  aux  équations 

x — r cos  U — O,  y ~ r sin  a = o. 

Aux  diverses  valeurs  de  cette  constante  répondent  uns-in- 
finité de  plans  tangents  à la  surface  conique. 
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Courbure  d%ne  nirraee.  — Rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la 
I surface  par  des  plans  normaux.  — Rayons  de  courbure  prindpaiix. 


186.  On  peut  apprécier  la  courbure  d’une  surface  don- 
née au  point  (x,  jr,  z),  en  étudiant  la  courbure  des  sections 
faites  dans  cette  surface  par  divers  plans  passant  par  ce 
point , et  parmi  ces  sections  il  importe  de  considérer  sur- 
tout celles  qui  résultent  de  l’intersection  d,e  la  surface  par 
les  plans  uomiaux,  et  que  l’on  appelle  sections  normales. 

Soient  //=  O l’équation-  de  la  surface,  p le  rayon  de 
courbure  de  l’iuie  des  seetions  normales  relatif  au  point 
(x,jy,  i);  r,,  ^ les  coordonnées  du  centre  de  courbure 

correspondant,  on  aura  • 

(f  _ x)  > -t- (y  — J-) > -+- ( Ç — ï)  ■ = P •, 

et,  puisque  l’extrémité^,  ri,  ^ se  trouve  sur  la  normale  au 
point  (x,  y,  z), 

i — X C— » 

du  du  du 

djB,  dy  di 

On  aura  de  plus,  comme  nous  l’avons  vu, 

( f — x)d’x  ^ (» — y)d’y  +(Ç — — dx*  — — rfz* 

= (i  — x)rf*x-l-(y  — — t)d'z — d.t'z=o  ; 
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et,  en  diflercntiaiit  deux  fois  l’équation  « = o, 

du  , du  . du  , . d'u  . d'u  , d'u  , 

d'x  -^d'Y  -\-~-d'  — fir’  + -r — dr*+-r*  dz’ 

dy  ■'^dz  ^ dx^  ^ rfr'  dz^ 


dx 


tir’ 

rf’tt  , , d^u  , , d'u 


ou 


du 

d^x 

dx 


du  , du  , 

._d'y  + ~d'z  =-  Qdsy 


■en  posant,  pour  abréger, 

• • 

d'u  dx'  d'u  dy' 

rlx'  ds'  dy'  ds' 


■Q-= 


d'u  dz'  d'u  dy  dz 

2 

dz'  ds'  dydz  ds  ds 

d'u  dx  dy 


d'u  ‘dz  dx 

^ dzdx  ds  ds  dxdy  ds  ds 


— -^(dxd 

ds'  V 


du 

dx 


.dyd±+dzd^y 


T-i Ifdu  \'  fdu','  fdu\'  . 
Faisons  en  outre  R = y/  j + ( _ j + , 

il  viendra  • 

f — X y — y Ç — Z ■ • 

du  du  du 

dx  dy  dz  ‘ 

~R 


• /fdu\'  f du\'  fdu\' 

• vfe) +v^) +(53) 


— x)d'x-i-  (y — y)d*y+{l^  — _ ' 

~ ■ ~ Qds'~~q' 


•donc 


du  , du  . du, 
-d'x^~d'y+~d'z 

f — ^ _ a —y  — ^ 

du  du  du 


P_ 

R r 


I 

Q 


dx 

el  par  suitr 


dr 


dz 


Q 

R' 


Cette  dernière  équation  donnera  la  valetir  du  i-a-yon  de 
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Loui'lmrc  d'une  section  normale'  quelconque.  Dans  ces 
formules,  R représente  une  fonction  connue  des  coordon- 
nées x,jr,z\  <|uant  à la  quantité  Q , elle  peut  être  expri-  . 
mée  en  fonction  de  ces  coordonnées  et  des  angles  a , 6 , y» 
que  forme  avec  les  axes  la  tangqnte  menée  par  le  point 
(x  y jr,  z)  k la  section  normale  que  l’on  considère.  On  a 
en  efl’et 


dx 

dl’ 


COiS  = 


ds' 


cosy  3 — 


dt  ■ 
ds' 


et  par  suite 

^ d‘u  * , d*u  . d'u  d’u  , 

0=-,  -cos'«-| — -, — cos’C-t--7— oos*y-f-2-p-;-cosCcosy 
’ <ir*  djr'  dz'  djrdz 


dt' 

' d'ù 
-f-  2 - ; ■ cosy  cos*- 
dtdx 


d'u 

-2  — T-  cos«  cosC. 


dxdy 


n suffira  donc,  de  dounei;  avec  le  point  (x,  y,  z~)  la  tan- 
gente à la  section  normale  pour  déterminer  le  rayon  de 
_ courbure  p de  cette  section . 

187.  Lorsqu’on  passe  d’une  section  normale  à l’autre, 
sans  déplacer  le  point  (x,^,  z),  les  angles  a,6,ÿ,  et 
par  suite  Q,  p et  Ç,  »7,  ^ changent  de  valeur;  si  dans  ce 
passage  la  quantité  Q change  de  si^e,  le  rayon  de  cour- 
bure de  l’une  des  sections  normales  sera  déterminé  par 

l’équation  - = et  le  rayon  de  courbure  de  l’autre  par 

l’équation  ^ ; alors  aussi , puisque  p et  R sont  es- 

sentiellement positifs , et  que  de  plus  les  quantités 
^^'sout  indépendantes  de*,  6, y,  il  faudra  né- 
cessairement que  les  différences  ^ ? x , y) — y,  ^ — z chan- 
gent de  signe  avec  Q.  Donc  les  deux  centres  de  epurbure  ■ 
seront  situés  à l’égard  du  point  (x,.y,  z)  l’un  d’un  côté, 
l’autre  de  l’autre,  sur  la  normale  menée  par  le  même 
point  à la  surface. 
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Les  rayous  de  courbure  des  diverses  sections  normales, 
menées  par  un  même  point , ont  entre  eux  des  relations 
remarquables,  que  l’ou  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  ravon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a,  ê,  y.  Pour  yparvenir’on  a i-ecours  à une  construction 
géométrique  très  simple  , qui  consiste  à porter  sur  chaque 
tangente  une  longueur  égale  à la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les.  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de- 
gré ; en  effet,  si  l’on  appelle ri,  ^ les  coordonnées  de 
l’une  de  ces  extrémités  , on  aura 

J.  JL  J.  ' 

f X=f“cOS«,  Il V=p’COsC,  Ç Z = f>COSy, 

et  en  plaçant  l’origine  au  point  -), 


■ f = f >'  cos«. 


t!  — f'  COSS, 


= COSy. 


En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  a , cos  ê , cos  y 
et  les  substituant  dans  l’équation  Q|S=d::R,  où  l”on  a 
d’abord  mis  à la  place  de  Q sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus,  il  vient 


d'u  . . rf’u  , rf’u  _ d‘u 


dx 


dydz 

d'u 


d'u 


^ m,  MM. 


itxdr 


Cette  dernière  équation,  quand  ou  y considère  ^ 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  eourbe  plane,  lieu  de  toutes 
les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 
l’origine  actuelle,  ou  avec  le  point  (a:,  j",  x),  est  donc 
bien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  l’équation  de  la  surface  et  celle  du 
plan  tangent  qui , dans  l’hypothèse  où  l’on  prend  le  point 
(j:./,  «)  pour  origine,  en  posant  .r  — o,y  = o,  z = o,  se 
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ou,  en  appelant  X,  p,  v les  angles  que  la  normale  h la 
surface  fait  avec  les  ax6s,  "f 

• t 

, f cosA  + « cos^  + Çcos»  = O.  . 

Les  équations  de  cette  ligne^  se  tcduiraicnt  encore  à une 
forme  plus  simple  si  l’on  prenait  pour  plan  ocy  le  plan 
tan^nt  mené  par  le  point  {x,jr,  z)-,  alors,  en  eflct,  on 
aurait  Ç = o,  et  l'équation  de  la  courbe  dans  son  plan 
serait 

, f 

d'à  . du*  ^ d'u  , 

ÿ4r*  dxdy  dy'  . ^ 

On  voit  alors  clairement  que  cette  courbe  sera  une  ellipse 

.1  Tn.,  ( d*u\’  d’u  d*u  , , . 

SI  ladilTcrcnCe  négative  deux 

hyperboles  conjuguées  si  cette  différence  devient  positive^ 
deux  droites  parallèles,  si  la  même  dill’ércnce  se  réduit  à 
7.éro. 

Ajoutons  que  l’ellipse  se  transformera  en  cercle  Xi  l’on  a" 


d*u 

dx* 


d*u 


d'u 


* 1 


dy*  ’ dxdy  ’ 


et  se  réduira  à un  point,  si  l’on  a de  plus  R.  =,o.  Comme 
011  peut  d’ailleurs  choisir  arbitrairement  Iç  plan  ;»y,  le 
raisonnement  t[u’on''vicnt  de  faire,  est  évidemment  aji- 
|)licable  à tous  les  points  de  la  surface  proposé/’. 

Pour  chaque  section  normale,  les  cooiilonnées 
, f , n du  point  situé  sur  la  tangente  ,i  l’exlréinilé  de  la  lon- 
. ’ T.  I.  ■'*  ' 
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giieur  P’  vérîfiéiii  toujours  une  seule  des  deux  équations 

= R, 


</*«  ^ d‘u^ 


rf’a  , . * d*u 
dxdx 


fs- 


rf’a 
' dy' 
d^u 
dy' 


= — R. 


, Si  dans  le  passage  d’une  section  nortiple  à une  autre , le 
premier  membre  de  ces  équations  change  de  signe,  on 
^ devra  employer  tour  à tour  ces  deux  équations,  qui  cor- 
respondent , la  première  à Téquation  ^ ^ , la  seconde  à 

rjéquatiqn  - Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

de  courbure  de  ces  deux  sections  normales  seront  dirigés 
en  sens"  conti-aire  : au  reste  ce  premier  membre  ne  peut 
changer  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  diflerciipe 

^ d'u  Y d'u^  d'u 


\dxdy) 


dx'^  dy' 


est  positive,  c’est-à-dire  dans  le  cas  où  la  courbe  est  for- 
• méè  du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  de 
deux  hyperboles,  dont  l’une  a pour  axe  réel  l’axe  imagi- 
naire de  l’autre,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas  le  plan 

* ^tai^enl  à la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux' 

• parties  dont  l’une  renferme, les  sections  normales  dont  le  ^ 
' rayon  de  courbure  sc, dirige  dans  un  sens,  tandis  que' 

' l’autre*  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayMi  de 
combuirc  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire,  lors- 
que la  courbe  efet  une  ellipse,  toutes- les  sections  normales. 

' ont  leur  com'bure  tournée  dans  le  même  sens,  ce  qui  sup- 
pose epie  la*  surface  courbe , est  située  tout  entière,  d’un 
même  côté  du  plan  tangent.  » 

‘■Puisqu’il  existe  des  relations  nécessaires  entre  leS 
rayons,  vecteurs  relatifs  à certaines  lignes  du  second  de- 
gré et  les  rayons' de  courbure  des  diverses  sections  nor— ' 
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males toute  propriété  de  ces  rayons  vecteurs,  toute  re-'- 
lation  qui  les  fait  dépendre  les  uns  des  autres,  entraî- 
nera nécessairement  une  propriété  correspondante  des  f. 
rayons  de  courbure  et  étabjpra  entre  eux  des  relations 
plus  ou  moins  importantes , qui , dans  un  grand  nombre 
de  cas , permettront  de  les  déduire  les  uns  des  autres 
Ainsi , puisque  dans  ün.e  couiJIM^u  second  degré  il  y 
a,  en  général,  déux  rayotns'Vec^fdbr»  principanx , donU; 
chacun  est  un  maximum , ou  un  minimum,  il  y aura  aussi.  ^ 
pour 'les  surfaces  deux  rayons  de  courbure  principaux 
maxima  ou,  minima.  Nous  nommerons  sections  princi-  ' 
pales  les  deux’seçtio^  normales  auxquelles  coraespondeut  , 
ces  deux  rayons  de  courbure.  Les  deux  rayons  vecteurs 
principaux  ctanrjærpe^iculaires  l’un  à l’autre,  les  plans  ^ 
des  sections  principale^  se  couperont  aussi  à angle  droit^t 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dans  le 
môme  sens,  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs,  sera  une  ellipse'' 
ou  la  réunion  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Ces  rayons 
de  courbure  représenteront  dans  le  premier  cas  unmaxi- 
munv  et  un  minimum;  dans  le  second  deux  miiiima.  Ëu 
d’autres  larmes,  si  la  courbe  du  second  degré  e^t  tu>e 
ellipse , CCS  sections  principales  seront  des  sections  normâ-^ 
les  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  ; mais  Si  'Aettcc 
courbe  est  l’ensemble  de  deux  hyperboles,  les  sections 
principales  seront  l’une  et  l’autre  des  sections  normales 
de  plus  grande  courbure  , seulement*,  leurs  combun’s  se- 
Tont  dirigées  en  ^çms  cmitraircs  : dans  la  même  «hypo- 
thèse, les  selütions  bormales  (lont  les  plans  .reiifcrmeronlK 
les  asymptotes  communes  aux  deux  hyperboles,  auront 
évidemment  de§^  courbures  nuUej,  ou  des  rhyéns  deaour- 
bure  infinis  ;_donc  les  plarts  des  deux' sections  normales 
dont  les  courbures  s’évanouiront  formeront  ‘des  angles" 
égaux  avec  les  platis  d(|S  sections  principales. 


*V 


tr  ,*■ 


J 
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Jtf  ^ 


Si  lellipsi;  si:' change  eil  un  cercle,  tous  les  rajons  de 
courbuçe  seront  égaux  ; on  pourra  alors  désigner  par  le 
4.  nom  d(T  Sections  principales  deux  sections  normales  cjuel- 
coiujucs  dont  les  plans  sc{  Ç^pu^eront  à angle  droit.  Si  la  li- 
^c,  lieu  des  extrémités,,  se  compose  de  deux  droites  pa- 
rallèles,  que  l’on  peut  considérer  comme  représentant  une  _ 
*"  çllipseciont  le  grand  axé  est  infini,  les  sections  principales 
correspofi^rom  à «ne  valéuf*  tpipimüm  et  à luie  valeur 
infinie  du  rayon  de  courbure.  Enfin,  si  la  quantité  R 
, ^\Waiiouissait,  toutes  les  sections  normales  auraient  des 
rayons  de  courbure  nuis  ou  infinis.  , *• 

V On  sait  encore  ejue  si  dans  une  ellijwe  ;ou  dans  l'ensem- 
' t»lc  de  deux  hyperboles  conjuguées  on  mène  deux  rayons 

r, /■"  perpendiculaires  Tun  .à  l’autre,  la -somme  ^7^  pr, 

- I ’é  > i • ' 

sera  une  cjuantite  consUnte  égalé,  au  signe  près,  a ^ 

a cl  b étant  les  deux  axes  principaux  des  courbe».  Donc, 
OH  appelant  p, , p«  les  rayons  de  couibure principaux,  p',  p" 
les  rayons  correspondants  aux  rayons  vecteurs  r'  et  r", 

^ l’équation  * 


H- .. 


-±4=±f-±-i  ^ 

r'*  r * \a  * J 

'onlrafncra  nécc^ssairemonl  lasnîvanlr 


±fr±rV 


— ± — =■ 


Donc,  si  après  avoir  mené,’ par  un  point  (x‘,  y-,  z') 
d’une  surface  courbe,  deux  plans  rectangulaires  entije 
eux  et  normaux  à cette  surface,  on’divise  successivement 
l’unité  par  cbhcnn  des  rayons  de  courbure  des;deux  li- 
gnes d intersection  , la  sohinie  des  quotients  sera  une 
cpiantité  constante  , pourvu  que  dans  cette  somme  on 
prenne  toujours  le  signe  -J-  pour  les  rayéns  de  courbure 
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ilii'igés  dans  un  certain  seii9>,  et  le  sigîte  — (>our  ceui  qui 
sont  dirigés  en  sens  inverse,  ta  somme  dont  il  s’âjÿ^seça  . 

égale,  au  signe  près,  à la  somme  ou  à la  diirércncc  des  f 
quotients  que  l’on  obtient  en  dirisant  l’unité  par  Ici  . 
rayons  de  courbure  principaux.  •» 

, 18Ü.  Si  l’on  suppose  la  courbe  du  second  degré  lap- 

portée  à ses  axes  principaux,  son  équation  doit  se  ré-  * 
duire  <à 

d'u  . d'u  . ' 1 

r 

cl  l’on  aura  en  conséquence  ■.* 

. n 

• d'u 


dxdy 


De  plus,  si  l’on  appelle  a , ê les  angles  qu'un  rayon  vec- 
teur quelconque  r fait  avec  les  axes  pi  iiicipaux,  ee  rayon  ■ 
vecteur  partant  du  centre  se  trouve  déterminé  7’  si  la  . f 
courbe  est  une  ellipse,  pai'  l’éijuation 


— = — cos*  ««4-7,  cos’  C = — cos’  «4-7-  siu’a, 
r’  a’  6’  fl»  ' » 

et  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  ^r  l’équation 
on  aura  donc  aussi,  eu  ayant  égard  aux  équations 

r=l/7,'  è = 

Il  I . 

- =r  — cos  ’ a 4-  — Sin  ’ a , 

PP.  P,  • 


ou 


■ I I . 

: - = — cos  » » — — sin  . 
P P.  Pa 


On  arriverait  directement  à ces  éi)uations  de  la  manière 
suivante.  Quand  on  prend  pour  plan  xy  lè  plan  tangent 
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^ 4 ^ 

à la  surface , et  pQlir  axes  dans  ce  plan  les  axes  princi- 
paux, on  a ' 


COSy  P, 


d'u 

dxdy  ^ ’ 


et  la  valeur  de  Q se  réduit  à 


d»u  rf’u  , - d'u 

Q = — cos’  m H — - — cos’  b =:  - — COS’a 
rfa:’  dy*  rfx’ 


d^u 


*Si , dans  cette  dernière  équation , on  met  à la  place  de  Q 


4 sa  valenr  , il  vient 

. >/. 


I » / d'u  ■ 

- = ±—  — COS’ 

f • R\rfx’ 


rf’a  . \ 

. + J; 


et  coriime  pour  obtenir  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux f)| , ptt  il  faut  poser  successivement 


w 

2’ 


on  trouvera 


-=± 


t 

I d'u 


I rf’tt 


I «•  t*  I , AMS» 


et  pàr  suite 


- =r  ± — cos’it  dl  — sin*  «. 

P f.  Pi 


r . , d*u  d'u  , , . J 

Les  quantités  étant  nécessairement  des  qnan- 

tités  de  même  signe  dans  le  cas ‘où  la  courbe  est  une 
ellipse,  (le  signes  contraires  quand  elle  est  formée  de  deux 
hyperboles  conjugées,  on  en  conclut  que  la  dernière  des 
équations  qui  précèdent  se  réduit , dans  le  premier  cas, 
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i>  la  formule 

Il  I . 

- = — cos*  «c  — sin  * « , 

P P.  P. 

et  dans  le  second , à 


,11  I . 

± - = — cos*«  — — sin’*.  M i 

P Pi  P."  » 

II  existe  donc  une  relation  très  simple  e^tre  le  rayon  de  ^ 
courbure  d’une  section  normale  quelconque  et  les  ^etïx  • 
rayons  de  courbure  des  sections  principales,  relation  qui 
permet  de  calculer  facilement  ce  rayon  de  courbure  quel- 
conque quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  princi-^ 
paux,  et  les  angles  que  la  tangente  à la 'section  normale 
fait  avec  les  tangentes  aux  deux  sections  principales. 

Si  la  courbe  devenait  un  cercle,  on  aurait 

V ‘ 

P ■ — P • “ P • ** , 

Si  cette  ligne  était  formée  de  deux  droites  parallèles, 
l’un  des  deux  rayons  de  eourbuii!  principaux,  par 

exemple,  serait  inCni;  ^ serait  nul,  et  p serait  donné^ 


par  l'équation  très  simple 


>•  f — cos*  a , 

Pi 

« • 

PPi  =r  cos’«  ; 

* I f 

* % 

•p,  serait  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  aurait  pour  tangente  la  perpendiculaire  me- 
née aux  deux  parallèles  par  le  point  z). 

Concevons  que  le  rayon  de  courbure  p étant  donné  par 
l’équation.  ' . • . 

•*  — = ± — cos’  et  ± 4-  sin'?»  * * 
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ou  considère  un  sernn/1  ... 

~ 1 on  aurait 

J ^ « . , 

± an*,  ± 


et 


par  conséquent 


~ -h  ~ — :+■  * -I-  * 


«luation  qui  renFerm'e  le  théorème  é, 


énoncé  plus  haut. 
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Uùtermination  analytique  des  sections  de  courbure  principales  et  des 
rayons  de  courbure  principaux.  — Rayon  de  courbure  ou  d'une  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface.  , 


190.  Concevons  à présent  que  l’on  veuille  déterminer 
dans  l’espace,  pour  un  point  quelconque  z)  de  la  sur- 

face donnée,  la  direction  des  tangentes  aux  sections  de 
courbure  principales,  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux. Il  suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et 
le  minimum,  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

en  supposant  les  coordonnées  r, , ^ liées  entre  elles  par 
les  deux  équations 


d'u  , rf*u  _ . rf’u  , . 


’ dxdy 


dxdz 

d‘u 


,du  du  , du 


Par  suite  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de  f , r,,  ^ cor- 
respondantes aux  rayons  de  eourburc  principaux,  devront 
satisfaire  à l'équation 


(■//!  = <«,  nu  -4- -i- Çf/Î  = O , . a 
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après  qu’on  aura  éliminé  dn , d!^  à l’aide  des  diffé- 
rentielles des  deux  équations  qui  lient  entre  elles  ces  va- 
riables, différentielles  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 


Pour  faire  cette  élimination,  multiplions  la  première  de 
ces  deux  équations  par  un  coefficient  indéterminé  — S,  la 
seconde  par  un  coefficient  indéterminé  — T,  et  après  les 
avoir  ajoutées  à l’équation 

Wf  -f-  -f-  ÇrfÇ  = O , 

égalons  à o les  coefficients  des  difl’érentielles  JÇ,  dr,^d^. 
On  trouve  de  cette  manière 


d'u  , d'u  d'a  „ 

d'u  f.d'u  . d'it  . T 

du 
dz' 


dxdjr  dy' 


d^u 

dxdz 


d^u 

dydz 


dydz 
+ = 


Si  l’on  ajoute  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
respectivement  ipulti pliées  par  Ç.-,  n,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  aux  équations  qui  pi'éoèdeut,  < 


±R=Sp,  B 


f 


Le  facteur  S ne  diffère  donc  pas  de  la  quantité  déjà  dési- 
gnée par  Q.  Si  l’on  substitue  poui'  S cette  valeur  Q,  il 
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viendra 


rf’u 

dæ 


d'u 


(.-) 


=-q) 


» 4 


£11.  r — T — 

dxdz  dx' 


dxdi 
d’où  l’on  tirera 


f = 


d'u  . /d'u 
dxdy 
i/’«  . d'u 


djrdz 


d^u  „ _ 

fd'u  - ~du 


/ duT 

d^u  \ /rf'uYl\ 

^dz‘‘  \dydz)  J j 

l rfxL 

}+-\ 

ydxl 

d'u  d*u 
dzdx  dydz 

/d'u  fl\d‘u  -jf 

dxdy  J / 

I duf 

d'u  d^u 

__(^_o'\£ll_  ]\ 

dydz  dxdy 

\a[y*  J dzdx  J/ 

[ dur 

d'u  d*u 

/</•«  \ d'u  -1\ 

\ Sil 

dzdx  dydz 

V*'  ^Jdxdy  JJ 

/ dur 

yM. 

'd*u  \ 

ylx'  \dzdx)  J/ 

d^u  d^u 

Il 

V rfzL 

dxdy  dzdx 

\«fr*  ) dydz  J/ 

d^u  d’u 

— T— — o'i 

dydz  dxdy 

\dy-  dzdx  Ji 

/4-— r 

d'u  d'u 

fd'u  \ d‘u  nf 

\ dyV 

dxdy  dzdx 

\dx'  ^ J dydz  J/ 

r— -oV 

d'u  \ / d^u  Y*!  1 

dy*  ) \dxdy)  JJ 

W dzL 

= »»■> 


« désignant  un  coefficient  dont  on  déterminera  facilement 
la  valeur.  En  effet , si  l’on  substitue  les  valeurs  de  y?, 

dans  les  deux  équations 


f*+-i’  + Ç’  = p-, 
on  trouvera,  i° 


.du  ^ du  .du 

«S  + ’*+?S  = »- 


P’ 

Ü’ 


U’  désignant  • la  somme  des  carrés  des  eoelBcients  de  » 
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ilaiis  les  valeurs  de  ^ a" 


(A)  0 = 


/rfaVr  /d'u 

0^  (— 

-o' 

\-( 

d'u  Y ( 

^J\dz’ 

J 

‘lydzj  J 

+ 

/rfuYI"  ,'d'u 

\dp)  “ 

-q) 

' d'u  Yi 
yizdx)  J 

4- 

/rf«Yr  /d'u 

L 

qV— 

A<iy' 

-q) 

'-( 

d'u  Y1 

,dxdy)  J 

t 

du  du  r 

d'u 

d'u 

d'u 

/rf’a 

“h 

^ L 

dxdy 

dzdx 

dydz 

\(ir’ 

-QjJ 

1 

du  du  r 

d^u 

d'u 

d'u 

^d'u 

-o'l1 

* dz  dx  l. 

dydz 

dxdy 

dzdx 

+ 

du  du  r 

d^u 

d'u 

d'u 

1 

l'd'u 

dx  dy  L 

dzdx 

dydz 

dxdy 

V dz' 

- Q )J. 

Celle  dernière  équalion  du  deuxième  degré,  par  rap- 
port à Q,  donnera  les  deux  valeurs  de  eettc  inconnue 
correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Ces 
rayons  de  courbure  principaux  seront  ensuite  donnes  im‘ 
inédiatement  par  l'équation 

R 


P = ü: 


Q* 


Connaissant  Q et  p,  on  pourra  calculer  « , puis  Ç,  b,  f , 
ou  le#coordounées  des  deux  points  situés  sur  les  tangentes 
aux  sections  principtales;  et  enlîn  les  cosinus  des  augles 
<jue  ces  tangentes  font  avec  les  axes,  à l’aide  des  équations 


_ ± 

— I > 

P’ 


cos/S  = 


-J 

ou,  à cause  de  » = di  |j,  = ±:  Ll*  , 


COSy 


COSr»  = ± |j,  COSiS  ==  ± ^ , 


co  s y 


= ± 


Ç. 

U 


ne  dépendent  pas  de  »,  mais  seulcmeni  de  Q 
. , (lu  du  du 

et  des  quantités  ^ , etc . 
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« 

Remarquons  que  l’on  peut  calculer  T ([uaïul  on  eon- 
iiaii  »,  et  que,  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé. 

191.  Lorsque  les  variables  x , y,  z,  sont  séparées  dans 
l’équation  « = o de  la  surface,  on  a 


d'u 


= O, 


d^u 


d^u 


= O. 


dydz  dzdx  dxdy 

les  équations  cpii  donnent  ^ et  Q,  deviennent 

f d''u 


i d'u  „ \ 

(sr-Q  f = T 


dx' 


fd'u  \ „ ^du, 

<=T 


jy 


+ 


\dy) 


+ 


dz' 

f-Y 

\dz) 

d'u 


d'u 

dÿ'  ^ ^ 


* Dans  la  même  hypothèse,  la  quantité  T et  les  trois  angles 
a.,  £,y  seront  déterminés  par  les  équations 


T = ± 


•'/•  du  \ ‘ / du  \ ’~1-Ï 

l ^ . \ l \ 

^ 1 I 1 d^u I 


Prenons  pour  premier  exemple  l’ellipsoïde 


(>) 


X*  Y*  2* 

• ;;ï  + /7i  + ::î 


I ; 
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d’où 

rfa  ac  du  y du  z 

dx  a*’  dy  b*'  dz  c’ ’ 

d*u  I d'u I d'u  I 

«ir*  a**  dy^  dz*  c** 


et  l’on  aura 


(’) 


a>(i — Qa>)“*”6*(i  — Q6>)"*”c>(i — Qc>) 


1 — Qa*  1 — Qb*  - I — Qc* 

— cos«  = -=^ — cosb  = ^ — cos  y 


A l’aide  de  ces  dernières  équations  on  déterminera  en 
chaque  point  de  l’ellipsoïde  la  direction  des  tangentes  aux 
sections  principales,  et  les  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. 

De  plus,  si  l’on  retranche  l’une  de  l’autiv  les  deux 
équations  (i)  et  (a),  on  trouvera 


^ d’où  il  résulte  que  si  après  avoir  calculé  l'une  (tes  valeurs 
maximum  ou  minimum  de  Q,  on  construit  un  nouvel 
^ ellipsoâde,  dont  les  demi-axes  a,  b',  c,  soient  déterminés 
I.  par  les  équations 
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le  nouvel  ellipsoïde  passera  encore  par  le  point  (x,y,  z). 

On  peut  remarquer  que  les  sections  faites  par  les  plans 
coordonnés  dans  l’ellipsoïde  proposé,  et  dans  ce  nouvel 
ellipsoïde,  ont  les  mêmes  foyers;  car  on  a 

n'«~  — o"  — c'>=a*  — c%  b'‘ — c”=b'  — c>. 


a“'  Exemple.  Concevons  qu’après  avoir  tracé  dans  le 
plan  j^une  courbe  représentée  par_y  = f(x),  on  fasse 
tourner  cette  courbe  autour  de  l’axe  desx;  elle  engerfdrera 
une  surface  de  révolution  dans  laquelle  la  distance  du 
point  (x,^,  z)  à l’axe  des  X,  savoir,  sera  équi- 

valente, au  signe  près,  à l’ordonnée  y (x)  de  la  courbe 
génératrice.  On  aura  donc  pour  tous  les  ptoints  de  la  sur- 
face 


et  son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  formé 

. « = — [/W]’}=o; 

d’où 

du  * . du  du 

-.=  _/(x)/(x),  -=y,  _ = a; 

L’équation  qui  donne*  la  valeur  de  Q sera 


d'u 

dz' 


'Q+[/'WT+y(^)/"W’^  Q-i  ~ ’ 

e \ 

d'oi>,,en  remettant  pour_y*  -f-  z*  sa  valeur 

Q = - 

On  aura  d’ailleurs 


•j 

f = ±/(x)v/,4-'Lr(x)]n,  J. 


m /■"{*)  . 
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et  par  conséqùenl 

, _ (»  + [/'W]M- 

/"(x) 

La  valeur  prtTédente  de  p est  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  {'énératricc  qui  coïncide  cireclivemenl  avec  l’une 
des  sections  principales  de  la  surface  de  révolution.  L’é- 
quation qui  donnait  Q s’est  trouvée  réduite  dans  cè  cas 
partiaulier  au  premier  degré,  de  sorte  que,  pour  détermi- 
ner le  second  rayon  de  courbure  principal , il  faut  rcmoii- 
* ter  aux  tkjuations  qui  lient  r,  ^ avec  Q et  T,  écpiations 
(jui  deviennent 

{ Q + (/'  W ] ’ +/W/"  W } f = T/(x)/'  (x) , 
(i-Q),i=.Tr,  (i— Q)Ç  = Tz,  . 

et  (jue  l’on  vérifie  en  prenant  Q = i , T =t  o,  |..=  o. 

En  donnant  celte  seconde  valeur  à Q,  on  trouvera  pour 
la  valeur  correspondante  de  p . _ 

P = dzR  = ±/(x)  =,N, 

• 

N étant  la  normale  de  la. génératrice. 

De  plus,  l’équation  ^ = o entraînera  la  suivante 
cos«=o,  de  sorte  que  la  section  principale,  dont  IV  cstje 
rayon  de  courbure,  a pour  'tangente  une  droite  comprise 
dans  un  plan  perpendiculaire  à l’ijxe  des  ^ 

192.  Les  formules  générales  précédemment  obtenues., 
/se  simplifient  lorsque  l’on  suppose  l’équation  de  la  sur- 
face résolue  par  rapport  .à  z,  él  réduite  è la  formé.^ 
valons,  exposant  ^ ‘ 

. • A dî 

_«=/(x.r)-==, 

*■  ' , * ’*  d^dy  ’ ily'  ’ 
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on  tniijvera 


du  du 

dx  ^ ' dy 


d*u  d’u  _ y 

■ ^ = d^=^’  K=\^p‘+r+,, 

Q = rcos'a  -H  a f costt  cosC  -(-  f cos’  S , 

P 

P cos  * 4-  cos  î = cos  y ; ^ ^ 

et  les  (lÿux  équations  de  la  courbe  plane  qu’on  obtient  en 
portant,  k partir  du  point  (x,jr,  z),  sur  la  tangente  à 
chaque  section  normale , des  longueurs  égales  à la  racine 
carrée  du  ra^on  de  courbure  de  cette  môme  section , 
seront  . . • 

p(-h</>i  = Z,  rf  ’ -f- ajf  » 4- ri(>  = ± R. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont  toujours  dé- 
terminés par  la  formule 

* ^ s. 

rfp  = f rff  4- flrfi,  4- ÇrfÇ  = O,  • • 

de  laquelle -on  devra  éliminer  fin,  tl^,  à l’aide  des 
équations  différentielles  • 

( rf  4-  t>i)dE  4-  {si  + = O,  ptfi  t qdt!  ~ dî,  ; 

or,  si  l’on  élimine  d’abord  on  aura  s. 

{i pT^)di  A- {l -\r  ql,)dtf=L(\ , 

d’où  l’on  conclut 

/■Î4-Î1»  si  4-  ti)  i (ri  4-  -n)  4-  v(-ic  4-  /»>) 

^4-pÇ  ~ »4-yÇ  ~ f (f  4-/^Ç)4- u(»4-yÇ)  . 

ri' + ^si  >1 +Ù,’  _ ±R  _rtR 

r -t-  ^’4-C’  ~ 

T.  I.  ‘Mi  , 
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et  par  suite  . . , . 

rJ-t-j,  — (i-t-y^Ç)Q=o,  4-t-r»  — («f  + 7Ç)Q  = ‘’» 

ou,  mettant  pour  Ç sa  valeur  -h 

['•—(/'’ -t- ')  QU •+■  =“• 

(/ — pîQ)  f -t-[t  — (7’  4- 1 )Q]  ■>  = O » 

l)QHf-(7‘4-  l)Q]-(s-pqQy=o, 
Q'ip'-hq'+  I )— [ (p’ ) t—7.pqs->r(q' 4- 1 ) r]  Q -+-rf  — .t>  — 0 

Oïl 'trouvera  encore 

* ■ Q 

f>  = ± - y — » 

. K P*  î*  -f-  I 

^ '■»  _ Pi-^qi  ^ ^ 

,—~f^  — {p'-ir\)^  — r pt  — qr  + qQ.  ps-qr-^q^ 

pT  • 

= V/(  5 — p7Q) • 4-  K/1'  4-  ' ) Q — r]  > 4-  (/«  — 4-  7Q) ’ 

P’  p'  4^ 

V/[(yj*  4-  I + (/’’  + ?’+  *)[(/'’  -l-  ' • . 

On  tirera  enfin  dés  formules  qui  pnécèdent  ^ 

cos«  _ cosC  _ cosy 

s—pq~Q  (;,»+i)Q— r ps  — qr-hqg 

• , V^;^‘4-l 

\Z[(/i*4-  ly—pqrf+ip’-hq'-h  «}[(;’*4-l)Q  — r]* 

L'équation 

+ i)Q>— [(/»*4-  i)f  — ap7^4-(7’4-l)r]-Q4-rf— 

= AQ’ 4- BQ4-C  = o 
donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  aura 
en  effet  ^ 

B’  — 4 AC=  ((/>*4- 1)‘— Vî*4-(?'4-  O»  )'— 4(P’4- v*4-i) ('■*—*’) 

1 fD*4-iM(p*4-0‘-(«*+')'-14-V?C«r— (p>4-i>l  }*4-4(;'*+î’+l)  [m-(/'’4-«W* 

(p’  + r- 

*1 

193.  Quand  on  connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q"de 
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Q,  on  (Icteriuincrn  facilement  et  les  deux  rayons  de  eoui'- 
burc  principaux,  et  les  directions  des  tangentes  menées 
parle  point  (.r,  y ^ z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  Q’Q"  de  ces  deux  racines  est  égal  à 
rl  — i’,  elles  seront  de  même  signe  si  l’on  a rt — j’  ]>  o , 
et  les  deux  rayons  de  com’bure  dirigés  dans  le  même  sens 
seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de 
courbure  p.  Si  l’on  avait  rt — 5’  < o,  les  deux  racines 
de  l’étjuation  seraient  des  quantités  de  signes  contraires, 
et  les  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  contraire  fepré- 
senteraient  deux  valeurs  minima  de  p.  Si  l’on  avait 
rt  — s’  =0,  l’une  des  racines  s’évanouiraU,  et  la  valeur 
maximum  de  p deviendrait  infinie  : donc  alors  une  des 
sections  principales  aurait  une  courbure  nulle.  Il  est  aisé 
de  s’assurer  que  cette  circonstance  a lieu  en  chaque  point 
d’une  surface*développable  : par  conséquent  les  valeurs 
dé  r,  t,s,  tirées  de  l’équation  d’une  semblable  surface , 
vérifient  la  formule  rt  — j’  = o,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  coordonnées  x,  y,  z.  . 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
cas  où  B’  — 4AC  = o,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que  * 
les  deux  carrés  dont  se  compose  cette  difTérdiice  .soient  . 
séparément  nuis,  ou  sans  que  l’on  ait  à la  fois 

Z'9'’ — (/’’+')*=  (é>’ -t- 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

r s t I 

\ pq  q'  -Jr  t X ' 

Or  dans  celte  supposition  , l’équation  qui  "donne  (),  c’est-  • 

à-dire 

« • 

■U  — (p'  + — (9’  + ')Q]  — 
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(r  — XQr)  (/  — *Qf)  —{s  — = ü , 

( I — XQ)*(rt  — ^’)  = o. 

d’où  l’on  tire,  eu  remarquant  que  dans  le  cas  dont  il  s’a- 
git it  — s’  n’est  pas  nul, 

' I s t 

^ T ~ ~ 

Doncalors  la  valeur  de  Q,  et  par  conséquent  celle  de  p, 
’es't  indépendante  des  angles , « , 6 , y , ou  des  coordonnées 

Et  en  effet,  l’équation 

i — - cos’a  -+■  - sin’oi 
P fl  P> 

se  réduit,  à cause  de  p,  = p^,,  à 

1 = - (cos’a  -4-  sin  ’«)  = -. 
r fl 

On  tronverait  aussi  que  dans  ce  cas  les  valeurs  des  coor- 
données ^ T5 , C , ou  des  angles  a , 6 , y qui  correspondent 
aux  rayons  de  courbure  principaux,  sont  indéterminées. 

Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  eourbure  s’appellent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de*  courbure  principaux  soient 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraires , il  est  nécessaire  que 
dans  l’équation  AQ’  -h  BQ  -|-  C = o le  coefficient  de  Q 
s’évanouisse,  et  que  1 on  ait  en  conséquence  ’ 

(/>’  + ■+■  (y’  ')'■  — 

f«  • 

/îemnr^wc.On  démontreraitplussipiplementla  réalité 
des  racines _Q'  et  Q,",*en  supposant,  ce  qui  est  toujours 
jicrmis  >,  que  l’on  a pris  pour  plan  xy  un  olan  parallèle  au 
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plan  taii(<cnt  mené  par  le  point  (x.,j,  z).  On  aurait  en 
eflet , dans  cette  supposition  , 

P = O,  V = «; 

l’équation  qui  donne  Q deviendrait 

(r  — Q)(l  — Q)  — J*  =o, 

d’où  . ' * , 

Q*  — { / -t-  r)  Q 4-  r/  — s'  — o, 

^ /4-r,  t-\  r ! (t — r'\*  '' 

Q = — = j H-,.;  , 

/ 

la  quantité  sous  le  radical‘est  essentiellement  positive, 
donc , etc.  , . . **  , 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- ■» 
sentée  par  l’équation  u = o,  et  sur  cette  surface  une 
courbe  quelconque  passant  par  le  poinfc(x,_y,'*).  Si  I’oti 
nomme  s l’arc  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indé-* 
'pendante,  et  P son  rayon  de  courbure  correspondant  au 
point  (x,jy,  ^),  les  cosinus  des  angles  fotfaés  parlée  rayon  ’ 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  Ifiront 

. ..  ; - 


d'x 


d'y 

ds‘ 


d'z  . 


ds'’  ^ 


% 


Si  de  plus  on  mène  la  normalÿjà  Ht  surface  eii  ce  même  ^ 
point,  et  si  l’on  fait,  jx)ur  aoréger,  *■  xf  ' 


les  cosinus  <j^s  angles  compris  entre  b normalefet  les 
dem^axes  des  coordonnées  positives^  seront  respeclive- 

i,  ment  ’ c ' 

\,r.  ^ I du  *l  du  '■  I du  '* 

k ' \ %c'  R R^‘  • J. 

*•  ^ f , 

Cela  posé  , soit  d l'angle  que.  fait'Ia  qcimalc  avec  Icaayon 
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de  courbure , ou  aura 

du  du  ^ du  \ 

co.t=- 4, . 

D’ailleurs  en  diflerentiant  deux  fols  de  suite  l'ëquation 
U = o^  et  désignant  par  a,  6,  y,  les  angles  que  forme  la 
tangente  prolongée  dan^un  sens  ou  dans  un  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  en  tirera, 
comme  noos  l’avons  déjà  vu , 


du  ^ du  , du  , 

_ -h  ^ d'jr  -H  ^ d‘Z  = — qds\ 


dx 


d^u 

O = - — cos  ’« 
dx» 


■ cos*«  4-  — cos*y 
dz* 


_.la  valeur  de  Q étant  déterminée  par  l’équation 

</’«  ..  d*u 

df' 

' d*u  V d^H  d'u 

4-  -r—j-  COS6  cosv  4-  2 -j—r  cosy  COS«  4-  2 — r «»•  COS»,  , 

drdz  dzdx  dxdy  ' 

et  l’on  aura  par'îonséquent  , 

. P ^ cosJ'  R . 

.,.  rt^R^’  -p“  = -R>  . 

Dbs  trais  (|ttantiiés  R , Q et  J,  la  jiremière  R dépend  uni- 
quenyntde  la  position  du  point  (x,jr,  z)  sur  la  surface^ 

' la  seconde  Q dépend  à la  fois  et  de  cette  position,  et  de 
la  direction  de  la  tangente  à la  courbe  tracée  sur  la  surface*, 
d représente  toujourâj’un  des  angles  formés  par  le  plan  os- 
■ 'culatetir  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  par  la  normale  principale  de  la  courbe, 
avec'la  normale  à la  suefaco'  Cela  posé,  il  est  clair  que  si 
’ l’on  donne  avec  le  point  (a:,  j',  z),  la  tangente  à la  courbe, 
et  le  plandsculateur,  ces,quabtités  Q et  R seront  connues, 
ainsi  que  rosd;on  pourra  doue  déterminer  le  rayon  de 

coiirbni'c  à raide*  de  l’cqualio^j  i’  = — — cosd.  De  pRis  , 
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«'oniiiie  les  quanlitcs  p et  R sontesscnliclleiueiil  (>osiüves, 
eos  (î  et  Q devront  être  de  signes  eoiitraires;  et  comme 
oti  connait  le  signe  de  Q,  on  pourra  dans  tous  les  cas  dé- 
terminer le  signe  de  cosd,  et,  par  consé<|uent,  le  sens 
dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  P sm- 
la  normale  princip.tle  de  ja  courbe  proposée. 

195.  Si  l’on  voulait  avoir  le  rayon  de.  courbure  p de 
la  section  normale,  il  faudrait  fa  ire  coïncider  le  plan  os- 
culateur  de  la  courbe  avec  un  plan  normal,  en  |>osant 

' R 

eosJ  = iti.  Oii  trouverait  ai n*si  rp  — , pâleur  «|ui 

s’accorde  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  haut  ; 

R 

,(;n  substituant,  au  lieu  de —,  sa  valeur  il  p,  on  aura 


P = i P cosd.  ün  conclut  facilcfncnt  de  cx-tte  dernière 
érjuation  le  thèorèm»;  suivant  : ’ , 

Concevons  qu'une  courbe  quelcof!(^u;  étant  tracée  ,§ui 
une  surface , on  mène  par  la  tangente  à cette  courbe  vn'  mi 
point  donné  (JC,  y,  s),  un  plan  iionnal  à la  s'iirfilcc;  h^ 
1^1^011  de  courbure  de  la  courbe  sera  le  produit  du  rayon 
de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  parle 
cosinusde  l^ngle  aigu  compris  entre  ce  même  plan  et  Ic’ 
plan  osc«laU;ur  de  la  courbe.  ‘ ^ 

Ce  théorènie  remanpiable,  dû  à iVlounier,  peut,  en  ne 
ciinsidérantqué  des  sections  planes,  s'éimncer  aussi  eomine 
U suit:  le  rayon  de  coitrbm’e  d'une  stH'tion  obli([uc  est  la 
pi'ojection  sur  le  plan-dc  cette  coiiübe  du  rayon^dc  la  seo 
tiou  iiorthale  qui  passe  par  la  même  tangente.  En  Imagi- 
nant une  sphère  diiwîlc  de  l’extrémité  du  rayon  tleconr- 
bure  de  la  sc-clion "normale  prise  j)our  centre,  et  ^vec  ce 
même  rayon,  on  pourrait  dire  encore  <pie  tout  plan  c*>n- 
duit  par  la  tâi^glttte.eoupera  cette  spbère  siii\aiit  un  cerclr 
(|ui  s«*ra  le  cefidé  osculateiir  d»’  la  section» laite  dans  la 
surface  par  < e même  jilan 
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* On  peut  aisément  vérifier  le  théorème  ({ui  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi , par  exemple , si  par  un 
, point  donné  sur  une  sphère , on  fait  pa^er  un  grand  cercle 
.et  un  petiteercle  qui  aient  en  ce  point  la  même  tangente , 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit  cercle  est 
équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus 
de  rangfc  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

" Supposons  encore  que^a  surface  courbe  est  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  la  rotation  autour  de  l’axe 
des  X de  la  coiirbe  y—f  (J^)j  et  que  l’on  demande  le  rayon 
de  courbure  1*  de  la  section  faite  dans  la  Surface  par  un 
plan  normal  à la  courbe  génératrice , et  passant  par  le 
point  {Xtji  z).  L’angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  un 
second  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  sera  évidem-* 
ment  égal  à l’inclinaison  r de  Id  courbe  génératrice  par  ‘ 
rapport  au  même  axe.  Ce  second  plan  coupera  la  surface 
de  dévolution  suivant^ln  cercle  dotit  le  rayon  P est  égal  au 
. signe  près  à l’ordonuée  dfe  la  courbe  génératrice.  On 
aura  donc,  en  appelant  toujours  p Je  rayon  de  cothrbun? 
dq  la  section  normale , et  parce  que  i'* 

P cos  T = P ==  , 


P =±/(x)vATr7'w]^ 


Les  L^ations.qui  précèdent  se  simplifient  coRsidéiU- 
blemcnt  dans  le  cas  où  l’équation  de  la  surface  /<  = o est 
de  la  forme  z —-f{x,  j)  = o;  on  trouve  etieUbt  alors 

R = y'p'  -t- 


"*  cos  i' 


Q,=.rcos’»  -t-  2scosacosC  /cos’î, 
rco6‘»  -H  2.ÎCOS»  cosC  + t cos*C 
P 


l//>’  + y’  -4- 


Digitized  by  Google 


TBEKTE-CI^QliltuE  l.EÇON . S']’] 


TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 


Nouvellof  propriétés  des  sections  principales.  — ll^igncs  «le  courbure  des 
surfaces.*— Centres  de  courbure.  ^Surface  Heu  des  centres  de  courbure. 


190.  Si  dans  les  «iqualions  (n)(n”189)  on  met  h la  place 

$ 5 » Ç . leurs  valeurs  tirées  des  écpiatious 

,1  irfj:  J.  , _ X xdz 

f =P>  cos«=(>>  — , sr=p>  C08«  = P’^,  Ç = p’cosy  = p>  — , 


on  trouvera , en  posant  — = T'j 

P’ 


dx  d'u  dy 

d*u  dz 

— T*  ' 

\dx' 

ds  dxdy  ds 

dxdz  ds 

d'u  dx 

(d'u  ç\dy 

d^u  dz  _ 

fp 

dxdy  ds 

dydz  ds  ' 

d*u  dx 

d'u  dy  , ^d'u 

_ 0'\  _ T' 

1 

dxdz  ds 

dydz  ds  < ' \dz  ’ 

ds~^ 

du 

di' 

du 

Ty' 


>r  *» 


Appelons  /,  m , n les  angles,  que  fait  avec  les  axes  la  per- 
pcrtdreulairc  au  plan  osculateur  de  la  scctiorr  normale, ■ 
cette  ligne  sera  nécessal|'ement.  perpendiculaire  à la  (àii- 
genteS  la.  section  nc^jçalc  et  Ala  normaltr  i la  surface  , 

„ J • % 

et  I On  aura . „ . 


*1 


• fustdx  f-  chs  mdy  cos  ndz  ' * 

, du  du  du  ' ■ 

eoS/-r — I- ensm— — \ cos  ri  -y— n.  . ' 

: ' 'iy  i'  ‘ • 
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Cela  posé,  si  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
équations  (b)  par  cos  l,  cosm,  cos  n,  on  les  ajoute  , Q et 
T'  disparaîtront,  et  l’on  trouvera 


.*  Jd^a  J d*u  , d'u 


d^ 


^ / d'u  , d'u  , d'u  , ^ 

COSl>»  -j-y  dx  -h  -T— 

\dxdy  dy'  dydz  J 


/ d'a 


A'u.  \ 

5F = 


équation  que  l’on  peut  écrire  sous  la  forme  très  simple 

. du  du  du 

omld.— — hco5m</.—  -H  cosn  «/.“  = o, 
dx  ^ dy  . ^ dz 

puisque  l’on  a identiquement 


d'u  d'u 

P'  dx'  dxdy  , 

Les  trois  équations 


d'^u  du 


etc. 


,,  du  , du  du 

cos Id.  — — I- cosffia.  — + cosna.  — , 

dx  dy  dz  ^ 

, du  du  du 

. C08 1 — — h cos  m — — h cos  n — =r  O, 

r.  dx  dy  dz 

, cos  ' / cos  ’ 4-  cos  ' n =.  t , 

sufliscnt  pour  déterminer,  au  signe  près,  lestrpis  quantités 
cos  /,  cos  m , cos  n , on  pour  GxOr  la  position  du  plan 
osculatOhr  à la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure 
est  un  m;^mum  ou  un  minimum. 

,C  197.  S^qi>posons  ipintenant  tpi’^ant  mené  par  le  point 
(x,  j<’,  z)  i^^sec^CHÎ  ntSrtriâlc  qtWconque  , on  considère 
sur  cette  section  un  seçà^  point* dont  les  coordonnées 
soient  x + Ax,  ùi.j,  s ^ As,  menons  par  ce  s^ond 
(Xiint,  ainsi  que  par  le  point  (,r,y,  s),  d«p  norntales'.à  la 
sui  fa<»^,,et  pur  l’une  eefi  iiormaleS’^sons^qiasseï'  un 
plan  parallèle  à l’autre.  Si  l'olï* désigne  pw'  V',  m',  n'  le» 
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angles  que  forme  avec  les  axes  une  perpendiculaire  à ce 
plan , on  auiÿi  tout-A-la-fois 


cos  V 


f du 

''U 


du 

dx 


, du  , du 

cos/n  ~ cos  n -5-  = O, 

. dy  dz 


, , , — du 

cos/  I ~r  ^~r 

\ dx  dx 


• cos/n 


et  l’on  en  conclura 
du 


[ du  du  \ 

, ( du  *^du\  * 


»•••  du  du 

cos  l'  ^ 1-  cos  CT  ' A COS  n ' A — = O. 

dx  dy  dz 

Si  les  deux  normales  deviennent  inâniment  voisines, 
cette  dernière  équation  deviendra 

' du  du  dit 

cos /' cosm' — (-  cos«  </.— = 0. 
dx  dy  dz 

Par  conséquent  pour  tout  plan  parallèle  à la  normale  me- 
née par  le  point  {x,  y,  z)  et  à une  normale  infiniment 
v^sine  menée  par  un  second  point  de  la  courbe  que  l’on 
considère,  les  angles  m',  n'  seront  déterminés  par  les 
deux  équations 

du  ,du  ,du  ' 

.-<%■  cos/'^  + cosm  -+cos/.-  = o, 

fT  ,,  J du  ''  , ,du  :*■  du  ■' 

cos  f a.-; — t-cosm'd.— — hcos«  rf.-r- ?=  o. 

• • dx  . dy  ^ <*  ■ • 

^ Quand  la  section  normale  que  l’on  considère  est  unc^ 
section  de  plus.graade  ou  de  moindre  courbure;  on  a, 
com'iue  nous.vcnons  de  le  voir,  en  désignant  par  /,  m,  n 
les  angles ^ue  la  perpeudicutlire  au  plan  osculateui;  ou  aU 
plan*  de  cette  courLe  fait  avac  les  ax^s^-  ..  )' 

i , - du  du  du 

toa/  -t-  cos  m — — h COS.W  — — O , . C. 

dx  dy  dz 

du  ‘du"'^  - du 

f ros/rt.^; (-  coso/ a . -7-  cos/i  n.-r-  ^ o.  r 

dx  ' dy 


4 

V *Jf. 


K'* 


dz  T 
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cos/' 

cos/ 


cosm 

uosm 


cosn 
cos/i  ' 


ci  par  conséquent  le  plan  normal  qui  renferme  une  sec- 
tion de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure  au  point 
z)  renferme  en  même  temps  la  normale  à la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
voisin  du  premier. 

198.  On  appelle  ligne  de  courbure  d’une  surface 
courbe,  toute  ligne  qui,  étant  tracée  sur  cette  surface, 
" est  tangente  en  ce  point  à une  section  normale  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure.  D’après  cette  définition , 
les  i^aleurs  des  diiTérentielles  dx,  dy,  dz , ou  plutôt  des 

rapports  ^ ^ » correspondant  aux  lignes  de  courbure , 

doivent  être  celles  qui  répondent  aux  sections  normales 
de  plus  grande  et ‘de  moindre  courbure;  et,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équatioi^s 


(') 


du  , du  . du  , 
_dx+-dy+-dz  = o, 

,,  du  .du  , du 

coild.  h cos md.  — (-  cosdd.  — = O, 

dx  dj  dz 


il  est  clair  qu»  ces  detix  équations  son!  précisément  les 
.^équations  différentielles  des  deux  systèmes  de  lignes  dç 
courbufe.  La  dernière  de  ces  équations  peut,  comme  on 
l'a  vu,  se  mettre  souâ  la  forme 


. /d*B  dx 


N 


-t-  cosm 


/ d'u  dx  d^u 
\ dxdy  ds 
( d^u  dx 
\ dxdi  ds 
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U'ailleurs,  des  formules 

dx  dy  dz  ' ' 

COS/-T  ■+■  cosm  cos/i  — = O, 

ds  ds  ds 

du  du  ' du 

oosl—r-^-coim— h-cosn—  =o, 

dz  dy  dx  ^ 

on  tire 

cos/  cosm  cos/i 

du  dz  du  dy  du  dx  du  dz  du  dy  du  dx  ’ 

dy  ds  dz  ds  dz  ds  dx  ds  dx  ds  dy  ds 

Si  daus  l’éqLiation  (a)  on  remplace  les  trois  cosinus 
par  les  quantités  proportionnelles  ^ ^ ^ ^ 

obtiendra  une  équation  du  second  degré  entre  les  rapports 
^ ^ , et  en  éliminant  un  de  ces  rapports  à l’aide  de 
l’équation 

du  dudy  dudz 

dx~^  dy  dx~^  dzdx  ’ 

qui  est  du  premier  degré  seulement,  on  aura,  pour  déter- 
miner l’autre , une  nouvelle  équation  du  second  degré , 
qui  est  ce  qU’on  appelle  plus  proprement  l’équation  diffé- 
' rentieUe  des  lignes  de  courbure. 

Si  dans  l’équation  de  la  surface  les  variables  étaient 
séparées,  on  aurait  . 


d^u 

d*u 

d''u 

dydz 

= Ol 

dzdx  ~ 

= O 

’ dxdy 

= O 

f 

et  les  équations 

) dilTérentielles 

des  lignes 

de  courbure  se 

réduiraieot  à 

• 

du 

dx  4- 

du  , 

du 

dx 

dz 

0 

II 

- 

( d^u 

d'u\ 

1 dydz  -+■ 

du 

(d^u 

d^u\ 

dz‘  J 

dx^  ) 

1 dzdx 

du 

f d^u 

d^u\ 

• 

+ 

dz 

dy) 

1 dxdy  = O. 

* 
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Ainsi , pî^r  exemple,  les  lignes  de  courbure  d’une  ellip- 
soïde rapporté  à son  centre  et  à ses  axes  se  trouveront 
déterminées  par  le  système  des  deux  équations  dilFéren- 
ticllcs 

' x<lx  ydy  zdz 

— r*)  dydz  -f-  ^ — a^)dxdz 

Z 

-f-  -J-  (a'  — b^)dx  dy  — O. 

La  première  de  ces  deux  équations  diflcrcntiellcs  peut 
être  remplacée  par  l’équation  même  de  rellipsoïde. 

Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n"  191) 

da  du  d'u  d'a 

dy  ^ ' dz  ' dy'  dz'  ’ 

et,  par  suite,  l’éqiuition  (3)  se  réduirait  à 

et  l’on  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  autre 
chose  que  les  sections  planes  faites  par  des  plans  perpen- 
diculaires A l’axe , ou  par  des  plans  passant  par  l’axe. 

Puisqu’à  chaque  point  d’une  surface  donnée  il  existe 
en  général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure,  à chacun  des  points  de  cette  sur- 
face correspondront  aussi  deux  lignes  de  courbure  qui, 
comme  les  sections  principales,  se  couperont  nécessaire- 
ment à angle  droit. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  l’équation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

U = 1 — /{x,  y)  z=z  O. 

Pour  obtenir  la  direction  des  lignes  de  courbure  . (|ui 
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t:üïiici(Ie  av(M-  celle  des  sections  principales  , il  suÜira  dans 
l’équation 

(/>’+ 7 ■ H- 1 ) Q — [(/>’ + 1 ) r — 1 ) r]  Q 4- rt  — ,t>  — O, 

de  substituer  pour  Q sa  valeur  tirée  des  équations 

cos»  cosC  cos  y 

s—pqq  ~ (y,>4-,)Q_^—  ps-çr-hqQ' 

et  exprimée  au  moyen  de  l’un  des  rapports 

cbsff  Hjr  cosy_ dz 

co  s » dx  ’ cos  » dx  ’ 

» * 

du  premier,  par  exemple  : on  trouvera  de  cette  manière 


—[(/’’ -t- «)* —/>7'’]  = O- 

On  prouvera  très  facilement  que  les  deux  racines  de  cette 
équation  sont  .toujours  réelles  en  supposant,  ce  qui  est  tou- 
jours permis , que  le  plan  xy  est  parallèle  au  plan  Ungent  ; 
on  aura  en  eifet,  dans  cette  hypothèse. 


;>  = O,  7 = O, 

et  l’équation  qui  précède  deviendra 

dr*  dr  , ^ dr*  r — t 

^s^-(r-t)-s  = o,  ou  ^ + — 


on  en  tire 


dx 


— ± — l/(r  — f)>  4-  4j»  : 

%S  / *t- 


ces  deux  valeurs  sont  évidemment  toujours  réelles  ; en  les 
désignant  par  Ungr,  tangr',  on  a de  plus 

ungT  tangr  = — i , 
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FC  qui  montre  bien  que  les  deux  lignes  de  courbure  sont 
perpendiculaires  l’une  à l’autre. 

Lorsque  le  point  z),  pris  sur  la  surface,  est  ce 

que  nous  avons  appelé  un  ombilic,  on  a (n"  193) 

(ÿ»  -h  i)*  — pqt  = a,  {p^  -H  i)j  — pqr  = O, 
et  par  suite 

[q'  l)r  — (p^  ■+■  l)t  = O. 

L’équation  qui  donne  la  direction  des  lignes  de  coui-bure 
devient  identique,  ou  prend  la  forme  o = o,  ce  qui  an- 
nonce que  d’un  ombilic  il  part  une  infinité  de  lignes  de 
courbure  ; nous  avons  vu  en  effet  que  dans  ce  cas  toutes  les 
sections  normales  sont  des  sections  principales  ou  des  sec- 
tions de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 

199.  Les  lignes  de  ceurbnre  sont,  en  vertu  même  de 
leur  définition,  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à une 
section  normale  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 
De  plus,  le  plan  normal  qui  renferme  une  section  de 
plus  grande  ou  de  moindre  courbure  au  point  {x,  y,  z) , 
et  par  suite  la  tangente  à la  ligne  de  courbure  en  ce 
point,  renferme  en  même  temps  la  normale  à la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infini- 
ment voisin  du  premier.  En  partant  de  cette  double  pro- 
priété, on  serait  tenté  de  définir  avec  Monge  les  lignes 
de  courbure  des  lignes  qui  renferment  la  suite  des  points 
d’une  surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voi- 
sines se  rencxMitrent  successivement;  mais  cette  définition 
est  réellement  défectueuse , iparce  que  de  fait  deux  nor^ 
males  ne  se  rencontrent  pas , quelque  voisines  qn’on  les 
suppose.  Ce  qui  est  vrai , c’est  que  le  rapprochement  des 
normales  correspondantes  à deux  points  très  voisins  pris 
sur  une  ligne  de  courbure,  est  plus  intime  que  dans  toute 
autre  direction  ; comparée  au  petit  arc  qui  sépare  ces  deux 
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normales  sur  ia  surface,  et  que  no^  supposerons  être  un 
iniiniment  petit  du  premÿir  ordre,  leur  plus  cour^  dis- 
tance serait  un  iiiGniment  petit  du  second  ordre,  tan- 
dis fpi’elle  est  6n  général  du  prefnier  ordre  ou  de  même 
ordre  que  l’arc.  En  partant  de  sa  détinition,  voici  com- 
ment le  célèbre  Monge  arrivait  à l'équation  de?  lignes  de 
courbure  : 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l’équation  de 
la  surface  soit 

u = z—/(j:,j-)  = o, 

les  équations. de  la  normale  au  point  (x,  y,  z)  seront 


ou 


? — V— /4-y(Ç  — »)=o, 


«;  = O. 


> V 


Pour  passer  de  cette' première  normale  à une  seconde 
infîniment  rapprochée,  il  faut  faire  croître  les  variables  • 
x,y,  Z de  Iciu-s  dilTérenti elles;  mais  les  fonctions  t^,  w 
croissent  aussi  alors  de  leurs  différentielles,  et  par  consé- 
(pient  les  équations  de  cette  seconde  normale  seront 

F -|-  = O , »'  -f-  dw  O , 

ou,  én  réduisant, 

dv  — o,  = O. 

Les  eoordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
males seront  donné*»  dès-lors  par  les  équations 

{ — z)  = o,  I»— J-|-9(Ç  — *)  = o, 
dx-t-/«/î  = (Ç  — z)dp,  + — ^)dq. 

Mais  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombre  des 
inconnues,  et  par  conséquent  deux  normales  consécu- 
tives ne  se  rencontreront  pas  toujours  : cela  n’aura  lien 
qu’autant  que  l’équation  de  condition  que  l’on  obtient  en 
éliminant  entre  les  équations  qui  précèdent  sera 

vérifiée.  On  parvient  facilement  p eette  équation  en  élimi- 
nant d’abord  ^ — z entre  les  deux  dernières  équations;  on 
T.  I.  ' a5 
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troiivt;  ainsi  * .%  ■ 

•y  -V  + «'/*)  : ■ 

'si,  «iainU'naiil^ayauty‘saril  aux  relations  connues, 

tii  = pdx  4-  i/dy  dp  ■=  rdr  -J-  «/>• , dt/  = irtU:  -f”  . - 

• • 

on  substitue  , pour  dz  ,,dp,  dq,  leurs  valeurs  , il  viendra 


r, 

iîK'’’ 


■i)f-pqt]- 


'!l 

dx 


[(  4-  I } r 

—{(/»’ 


■{P'+  l)^] 

• ». 

■ ')•'—/'</'•]  = O. 


C’est  r<^ualion  à laquelle  nous  sommes  déjà  parvettus 
par  une  autre  méthode.  , ■ . 

•Vo/a.  Le  plan  osculatcur  d’une  ligne  de  courbure  en  un 
point  donné  doit  être  soigneusement  distingue  du  plan 
normal  qui  passe  par  la  tangente  à cette  ligne.  De  même, 
le  cercle  osculateur  d’une  ligne  de  courbure  doit  être,  en 
général  distingué  du  cercle  osculateur  à la  section  nor- 
male à laquelle  cette  ligne  de  courbure  est  tangente.  II  _ . 
n’existeeneircl,  en  généra,!,  qü’un  contactdupremierordre 
entre  la  ligne  de  courbure  et  la  section  principale  qui  ont 
seulement  une  même  tangente  correspondante  aux  mêmes 

valeurs  des.trois  quantités  tandis  que  les  dif- 

férentielles secondes  rf’x,  d’y,  d’z,  etc.,  dont  dépendent 
le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure,  changeront 
ordinairement  de  valeur  dans  le  passage  d’une  de  ces 
courbes  à l’autre. 

200.  Les  coordonnées  n , ^ du  centre  ,*ct  le  rayon  p 
du  cercle  osculateur  à une  section  norntale  passant  par  le 
point  (x,  y,  «),  vérifient,  comme  nous  l’avons  vu,  les 
équations 

ZjzI  —Zizl  ~ — L =±L. 

du  du  du  Q R ’ 

ih  dr  ' dz 
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* - , ' 
ei  si  la  seclion  normale  est  de  plus  l’une  des  deux  $ec- 

^ lions  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure , Q devra 
satisfaire  à l’équation  (A),  page  364.  Le  centre  du  cercle 
oscidifteur  deviejit  alors  ce  qu’on  appelle  un  des  deu* 
centres  de  courbure  de  la  surface  donnée  pour  ^e  point 
(x,  jr,  z).  Si  l’on  veut  obtenir  l’équation  de  la  surface 
lieu  de  tous  ces  centres  de  courbure,  il  suffira  évidem- 
ment d’élim.iner  les  variables  x,  y,  z et  Q entre  les  équa- 
tions * 


u = o. 


x-f 

du 

dx 


Q’ 


r — ■» 

du  . 


1 — _L 

Q ’ ^ Q ’ 

dz 


et  l’équation  (A). 

Exemple  : Supposons , pour  fixer  les  idées , que  l’é-  _ 
quation  u = o soit  celle  d’un  ellipsoïde  rapporté  à son 
centre  et  à pes  axes , ou  que  l’on  ait 

I /x’  r*  . Z'  ' \ 

U ~ + -J — — “*•  I ) — O. 

7.  \a'  r*  y . ♦ 

Les  étpiations  entre  lesquelles  devra  se  faire  l’élimination 
seront 

x’  . . *’ 

+ . -T  -H 


, ''{"'-k) 

On  peut  même  (n"  11)1)  à l’équation  de  la  surface  ou  de 
l’ellipsoïde  substituer  la  suivante: 


Q Q . Q 

En  mettant  dans  ces  deux  dernières  éijualions.  :i  la  place 

•j5  . . 
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de  X , y,  Z , leurs  valeurs  tirées'  des  précédentes^  au 
trouve 


a*f» 

b’t,’ 

C*Ç* 

i-k) 

» 

1 

- _I_  . 

U’  - 

^ Q> 

AS’ 

- -1.  - 

¥-J) 

1 + 

1 ( 

1 

m 

■ ( 

- kY 
V q; 

Il  ne  s’agirâ  plus  que  d’éliminer  Q,  ou  plutôt  — entre 

ces  deux  formules,  pour  obtenir  l’équation  définitive 
entre  Ç,  rj, 

En  substituant  au  contraire  aux  difiereuces 


1,1  I 

— -x-1  1 r’  — — , 

Q Q Q 


leurs  valeurs 


ou  aurait  trouvé 


X 

I 3’ 


X 


Z 


IX’  * X , - - 

â*T'*'b*  C 


I 


* r 


Si  l’on  coupe  la  double  surface  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  l’ellipsoïde  par  les  trois  plans  coordonnés,  on  ob- 
tiendra sur  chacun  de  ces  plans  deux  courbes  distinctes. 
Cherchons  en  particulier  les  courbes  d’intersection  de  la 
double  surface  dont  il  s’agit  avec  le  plan  xy  en  faisant 
^ = O,  ce  qui  entraîne  nécessairement  z = o.  Pour  trou- 
ver ces  courbes  on  déterminera  d’abord  les  deux  valeurs 
de  Q que  fournit  l’équation 


4- 


X' 


+ 


3’ 


”■("■-5)  '■('•-é' 

quand  on  y suppose  xzrro-;  or  on  peut  alors  satisfaire  à 
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cette  équatioit,  sMl  en  prenant  e’  — — =so  ,ièe  qui  rend  ' 

le  dernier  terme  dit  premier  membre  indéterminé,  soit  • 
en  posant  * ^ ^ 


. i 

< 

1 

t/* 

A 

_ à 

1 / 

..  t ' 

-è) 

*i"  — 

U • 

Dans  le  premier  cas  ou  aura 


K 

■ 


X ai  Y 

a <?*  — c’’  b - ^ e'' 

' « • 

X 


ep  substituant  ces  valeurs  de  t dans  réouatiou  de  l'el-  ^ 

“ ^ \ ■ 
lipsoïde,  et.  supprimant  le  terme  — , on  adéfînitivement:  * 

pour  première  courbe  d'intemection  l’ellipse 


*-t  » 


_ iV  _ . . 

(ô^c^  [h' y-  C'Y  ~ ' ■ ’ 


■*  r 


Pour  obtenir  la  seconde  il  faudra  combiner  entre  files  *•  .r 
les  deux  équations  • v . 


i x^  X ■ X x^  ^ y • * < 

• . 

On  tirrfa  de  ces  dernières  > , - 

A • 

/j:y a(  f XY' èn  •* 

\a  J a*  — 6’’  Vè/  è* — a’’ 

ou,  en  faisant  pour  abréger 


« » 


Y ^ ^ 


a*  — . fl»  — à* 

— _±A,  — 


En  substituant  ces  dernières  valeurs  de  —,  ^ dqns  l’é- 

fl  * O * 


V 
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^^■■(jualioii  de  Pelfipsoïde,  puis  effaçant  trfUuine  —,  on  trou- 
- vera  pour  l’équation  de  la  jeconde  courbe  cherchée 


> A. 


’ • _ ll^pc  cetlé'  seconde  courbe  ne  sera,  çomme  on  devait 
s’y  attendre,  que  la^^cloppée  de  l’ellipse  ^ ' 

f 20^  Considj^^Auiie  courbe  quelconque  tracée  sur  la 

surface  que  r^rjjiik  f é^  u =0,  et  considérons  que 

.1  par  la  tangente  à.  ceUe  courbe  au  puint  {oc,  y,  z)  on  fasse  . 
; V passer  une  sc^jtioii  .^lormale,  le  rayon  p du  cercle  osculatcûr 
'"à  cette  section  normale  correspondant  au  point  {x,  y,  z), 

^ * et  les  coordonnées  ^ de  son  centre  vérifleront  les 

■ .équations 

’ - = =-  = ±-^; 

• ^ du  ^ Q R 


'■  , 


f V 

/ 


du. 

dx 

* 


du 

dy 


du 

dz 


*•» 


d’où" l’on  tire 


, . I du  i du  • y \ 'du 

Qt^tR  sont  d’ailleurs  (n^iSp)  déterminés  par  lese^uations 

* J 

du  , ,du  \ , ,du  . 

^ ■ qds^=dxâ.  — ^dyd.--^d»d.-^,  , 

lÀ  **  • " • 

• % 

- Sil  ’on  fait  varifer  le  j^oint  (x,  y,  z)  sur  la  courbe  donnée, 
le  point  (I,  îi,  O 'Variera  en  même  temps  et  décrira  mie 
seconde  courbe  correspondante  à la  première,  et  dont  on 
' trouverait  h-s  équations,  en  ébnii'natit  X,y,  z entre  les 


Digitized  by  Cooglc 


N 

S. 


•*  - 


TltKMlE-ClMyUli-.SjK  LKçTl^i.  ’ ,kVl 

c<juaiions  ( i)  ei  l’éq^iation  de-la  surface  u = o.  Po^r  par-r  ^ 
venir  à connaître  tjlfelqu^-uncâ  .fies  propricM^ÿ  de  o^tte  ^ » 

seconde  courbe,  ditlëreimons  lesiéquafîbns  fi)  èirfaisoitl 
varier  à la  fois  toutes  les  quantités  qu'elles  renfermeii* 


qous  trouverons  aftisi. 


*>  if 


I du  du  I ^ 

• X 4 

I du  , fia  . 0^ 


» 

- ^ 

* t s 

' '.V-  !• 


dr  — œ — rf.  — J — r-  z:: 

Q ft.y  ^fi.r  Q 

♦ 

dz  — dC  = — rt  ■—  *1-  — (/.  - 

Q dz _ dz  Q 


■'  r/f  = ±^^'dR4-R^.  ^ ).  • 

Si , en  ayant  égard  à la  Ibrniule 


A * * 

*.  % • 

J «P 

Vi  *■  ’■ 

. * - ■■  . w 


du  du  U • du 


U. 

•••'  > 


• C I 

* on  ajoute  les  trois  premières  de,<-es  équations  respective- 
ment multipliées  par  </x,  iljr,  dz,  on  trouvera 


’ > 
1 , 


dx'  + rf/’  -î-  rfï’  — ( rfx  rf{  + rfs,  -j-  dz  dÇ) 

I / , , liu  ,,  du  . </u  V t '' 

= Q ^ ^ '- 


4 

e ■» 


et ÿ,par  suite,  ..  • , ' ^ ^ , 

* tlx  di  djr  dii  dz  d^  =z  O.  . ♦ •» 

Si,  au  jpulraire,  on  ajoute  ces  équations  respeclivcineni  - , 

, . , . , du  du  du  ' ’ 

multipliées  par  -7-  , -r- , -r-  » oli  trouvera  , ^ • 

. ^ tlx  dy  dz  ' * 

Jf.  *•■ 

^ ^ _,y\  \ f du  du  ^ du  du  du  ^ du  \ . 

\rfj:  dy  ’’  'dz  ^1  Q\dx  'dx~^ dy  ’dy~^dz‘  dz) 

+ "Q[Uj  tfej  ••; 


r 


'«  f.if 


• • 


r ^ 
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et  Ton  en  côiiclura 

F ^ . 


t 


> * ■ 
““  Èt  r ^ . 


s 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


da 


dti 


du 


B»  .a. 

R W<</iî-4-îfi,>+rf4* 


rfp 


+ rfï*+<^C’  • 


H 

*'’*T 


^ Eiifin  , si  en  appelant  /,  m^  "h  les  anglel  que  la  perpendi- 
->  culaire  Ata  plan  de  la  section  qormale  fait  avec  les  axes, 
et  en  ayant  égard  aux  équations 

'«■  cos/ dx  + cosm  djr  -+-  cosa  t/s  = o , 

' * 

, du  ^ du  M du  • \ 

_cos/  -J-  + cosm  -; h cosa  — = o , 

dx  dy  dz 

» * ♦ . ‘ 

^on  ajoute  de  nouveau  les  mêmes  équations  respectivement 

multipliées  par  cos^  coSm,  cosn,  on  t^uvera 

ç •'  cos/t/{  + cos/nt/y  4- COS'X^  . 

= _ _ cos/t/.  - + co»^ rf. - + co,« d.- y 


•t 

■r 


202.  Reprenons  les  trois  équations 


dx  di -f-  dy  dz  -i-  dz  dl^  ~ o , 


,,  . J , JY 


R l/rf(’4-rfi,>4-t/Ç> 

coildi  4-  co&mdz  + msurd^ 


= =F 


dp 


I / , . du  . , du  , du\ 

’ = — -^l  cos/t/.  ---  4-  cosm  d.  - — h cos/i  d.  — ) : 

R\  • dx  ,dy  dz) 

la  première  exprime  que  les  tangentes  menées  à la  pre- 
nguère  et  .à  la  seconde  courbe  par  les  points  correspon- 
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(laïUs  (x^j^  -z),  (Ç,  r,  ^),  comprennent  toujours  un 

angle  droit;  la  seconde  fait  voir  que  le  cosinus  de  l'angle 
forme  par  la  tangente  à la  seconde  courbe  avec  la  nor- 
male à la  surface  est  équ^alent,  au  signe  près,  au  rapport 
entre  la  didercntielle  du  rayon  de  courbure  et  la  diflèren- 
tiellc  de  l'arcde  la  seconde  courbe.  Enfin,  si  la  courbe  don- 
née coïncide  avec  une  ligne  de  courbure , on  aura  (n°196) 

du  ' , du  du 

coild.— — h cosntd.— — h c08«rf.  — =o, 
dx  dy  dz 

et  la  troisième  équation , réduite  à 

coildi  -f-  cosmdn  -H  cosnd!!,  = o, 

prouvera  que  la  tangente  à la  seconde  courbe  sera  com- 
prise dans  le  plan  normal  qui  renferme  la  tangente  à la 
première  ; et,  comme  d’ailleurs  ces  deux  tangentes  se  cou- 
pent à angle  droit,  on  conclura  que  la  tangente  à la  seconde 
courbe  coïncide  avec  la  normale  au  point  (x,^,  z).  A 
raison  de  cette  coïncidence,  le  cosinus  que  représente  le 
premier  membre  de  la  seconde  équation  se  trouvera  ré- 
duit à db  i,  et  l’on  aura 

X/'di'  -h  dti'  d^^  = de-  = dz  dp , 

a étant  l'arc  de  seconde  courbe;  il  suit  de  cette  dernière 
équation  que , dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  une 
ligne  de  courbure,  l'arc  compris  entre  deux  points  de  la* 
seconde  courbe  est  équivalent  à la  diflérence  des  valeurs 
de  P qui  correspondent  à ces  deux  points  ; et  comme  dans 
ce  cas  le  rayon  de  courbure  p est  précisément  la  partie  de 
la  tangente  à la  seconde  courbé  qui  se  trouve  comprise 
entre  cette  seconde  courbe  et  la  première,  il  sera  vrai  de 
dire  que  la  seconde  courbe  fait , à l’égard  de  la  première, 
l’office  de  développée. 
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Des  surbces  qui  sont  osculatrlccs  l’une  du  l'autre  en  un  point  >^i  lj|ur  est 
commun.  — Sur  Ics.diveni  oniros  do  contact  des  Kurfaoo:»  court»c&. 


203.  On  dit  que  deux  surfaces  sont  osculatriccs  l’une 
de  l’autre  en  un  p>int  qui  leur  est  commun  lorsqu’elles 
ont  en  x;e  point,  non-seulement  le  même  plan  tangent  ou 
la  même  normale,  mai»  encore  des  sections  principales 
comprises  dans  les  mêmes  plans  normaux , et  les  mêmes 
rayons  de  courbure  principaux  dirigés  dans  les  mêmes 
sens.  Alocs  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  surfaces 
prend  le  nom  d’osctllation.  Concevons  que,  dahs  le  même 
cas,  on  ;nène  par  le  point  commun  aux  deux  surfaces  mi 
plan  quelconque  normal  ou  oblique  : il  coupera  ces  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes  qui  auront  nécessairement 
le  même  rayon  de  courbure  : car  d’une  part,  les  rayons 
de  courbure  des  section^  normales  ne  dépendent  que  des 
rayons  de  courbure  principaux  et  de  la  direction  de  la 
tangente  à la  section  normale  ; de  l’autre , les  Tigrons  de 
courbure  des  sections  obliqueS‘‘sonl  complètement  déter- 
minés quand  on  connaît  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante  et  l’angle  que  font  entre 
elles  ces  deux  sections;  or  ces  quantités  dont  dépendent 
les  rayons  de  courbure  sont  évidemment  les  mêmes  pour 
les  sections  faites  pac  un  même  plan  dans  les  deux  surfaces 
osculatricA's.  Cela  posi’’,  comme  en  appelant  â l'angle  de 
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la  section  normale  avec  la  section  oblique , le  rayon  de 
courbure  de  cette  dernière  section  est  donné  par  l’écpiation 

cos  r cos  ’ « + a i cos  « cos  C + f cos  ’ ? 

f ~ + I 

il  faudra  nécessairement  que  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  reste  invariable  dans  le  passage  de  là 
première  surface  à la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  des 
angles  a.  S,  y que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à l’une 
quelconque  des  sections  faites  dans  la  surface  : or  cette 
tangente  étant  située  dans  lé  plan^tlingent  ou  perpendi- 
culaire à la  normale,  on  aura 

P cos  a -j-ç  cosC  = cosy  ; 

♦ 

d’où  l’on  tire,  en  substituant  pour  cosy  sa  valeur  dans 
l’équation 

cos*  « +COS*  C-|- cos*  y = I , ^ 

cos*  « OOS*C-|-(/>COSet-f-9C08o)*  = I.  ' 

Il  faudra  donc  que  pour  toutes  les  valeurs  de  a , £ , pro- 
pres à vérifier  cette  dernière  équation , l’expression 

» » 

^ r COS*  « -f-  f cos'à  COS  C + f COS*  C . . 


-T 

r 


ne,  change  pas  de 'valeur.  D’ailleurs  les  deux  surfaces  te 
touchant  par  hypothèse,  les  qbaiitités  p et  q,  et  par  suite 
le  dénominateur  1 , ne  varieront  pas  dans  le 

passage  dé  l’une  à l’autre  ; il  faut  donc  qu’il  en  soit  de 
même  du  dénominateur 

, r cos*  « -j-  a i cos  at  cos  C-h  /cos*ff. 

» Ÿ , 

Or  ce  numérateur  se  réduisant  î lorsqu’on*  suppose 
cos  6 =*o,  au  pnxluit  rcos’a,  et  lorsqu’on  suppose 
eosa  = o,au  pioduit  / cos*  o,'  il  est  évident  que  les  deux 
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<{uaiilités  rct  l ne  doivent,  pas  changer  de  valeur  dans  le 
passage  dont  il  s’agit,  et  cpic  par  suite  il  doit  en  être  de 
même  de  la  quantité  s.  Si  donc  on  remarque  que  fj,  (/,  r, 
5,  t,  sont  précisément  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  oixire  de  la  valeur  de  z fournie  par  l’équation 
de  la  surface  dans  le  cas  où  l’on  considère  jr  et  ^ comme 
variables  indépendantes,  on  arrivera  au  théorème  sui- 
vant : 

204.  Pour  que  deux  surfaces  représentées  par  deux 
équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y’,  z 
soient  osculatrices  l’une  de  l’autre  en  un  point  donné,  il 
faut  que  les  six  quantités 

dz  dz  d'z  d'z  d'z 

y = dld^'  ‘-dp' 

conservent,  pour  le  point  commun,  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à la  seconde , Jes  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes. 

Réciproquement,  si  pour  des  valeurs  données  de  x et 
de  ces  six  quantités  ne  varient  pas  dans  le  passage  d’une 
première  surface  à une  seconde , ces  deux  surfaces  seront 
osculatrices  l’une  de  l’autre.  En  effet , il  est  d’abord  évi- 
dent qu’elles  auront  un  point  commun,  et  en  ce  point  un. 
même  plan  tangent  ; de  plus , de  l’équation 

• cos/' rcos’«-|-2rcos<»cosC-f-rcos*  C 

P ~ V/p\  + q'+l 

on  conclura  que  si  l’on  coupe  ces  deux  surfaces  par  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique,  les  deux  courbes  d’in- 
tersection auront  le  même  rayon  de  courbure;  enfin, 
puisque  les  équations  qui  donnent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  les  directions  des  sections  principales 
dépendent  des  seules  quantités  p,  q,  r,  s,  t,  les  deux  sur- 
faces auront  les  mêmes  rayons  de  courbure  principaux 
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rüiTespoiidanLs  aux  mêmes  sections  principales,  et  par 
conséquent  leur  point  de  contact  sera  un  point  d’oscula- 
lion.  Toutefois  cette  conséquence  ne  serait  pas  rigoureuse 
si  la  valeur  de  p donnée  par  l’équation 

cos  J'  rcos«-(-2fcos<»  cosC-f-fcos’ C 

se  présentait  sous  uRe  forme  indéterminée,  ce  qui  arri- 
verait si  les  valeürs  des  quantités  p,  ç,  r,  s,  t,  ou  de 
quelques-unes  d’entre  elles  devenaient  infinies;  et,  dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,  sans  être  osculatrices 
l’xme  de  l’autre,  pourraient  fournir  pour  le  point  com- 
mun des  valeurs  égales  des  dérivées  p,  q,  r,  soit. 

Corollaire  i'*’.  Pour  qu’un  point  dans  lequel  les  deux 
surfaces  se  touchent  devienne  un  point  d’osculation,  il 
suffit  évidemment  que  dans  le  passage  d’une  surface  à 
l’autre  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le  plan  tan- 
gent, et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines 
carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complète- 
ment déterminée  quand  on  connaît  le  centre  et  trois 
rayons  vecteurs  menés  du  centre  à trois  points  de  la 
courbe.  De  plus,  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d’une 
section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique , on  en 
déduit  immédiâtement , à l’aide  du  théorème  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  des  sections  obliques  aux  rayons  de 
de  courbure  des  sections  normales  ou  de  l’équation 
p=p'cosd,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a même  tangente , et  par  conséquent  l’un  des  rayons  vec-  ‘ , 

teurs  de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc,  pour 
qu'un  point  dans  lequel  les  deux  surfaces  se  touchent  soit 
un  point  d’osculation,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  plans 
menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  les  deux  sur- 
faces suivant  des  courbes  osculatrices  l’une  de  l’autre;  ce 
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qui  arrivera,  par  exemple»  si  les  rayoïis  de  courbure  des 
sections  faites  dans  la  preniièrc  et  dans  la  seconde  surface 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  Sens. 

Corollaire  2“',  Soient  maintenant  u — o et  e = o 
les  équations  des  deux  surfaces  courbes.,  u,  e désignant 
des  fonctions  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z. 
Si  l’on  dilTcrentie  deux  fois  la  première  de  ces  équations 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x et  j,  on  ob- 
tiendra 


du 

du 

du  ' 

' du 

dx 

+ PTy  = 

0,  -y-  ’h 

dy 

^Tz 

— 

0» 

d'u 

d'u 

d'u 

du 

, dx' 

dxdz 

.-^-P'dP 

-hr 

dz  ~ 

= Oj 

d'u 

d'u 

d'u 

d'u 

du 

dxdy-^P  dydz'^'^ 

li^dz 

dz' 

dx 

d'u 

d'u 

d'u 

du 

dydz 

= 0 

on  en  déduira 


du  ■ 
dx 

dz 


d'u 

dx  ’ \</2  / 


du 

<hr 

du’ 

dz 

d'u  du  du  1 

d'u  1' 

dxdz  dx  dz 

dz'\< 

da''' 

\dx) 


d'u  f du\} 


(du\*  ’ , 

\dz) 

d‘u  du  du  d'u  du  du  d^u  du  dn 


dxdy\dz  J 


dydz  dx  dz  dxdz  dy  dz 
( du\^ 


dz  ’ dx  dy 


'd'u  /^^“Y 
dy'\dz) 


[dz) 
d'u  du  du 


dydz  dy  dz 

“Vâ7v 


d'u  /<^“Y 

"dF\lfy) 
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(.]ela  posé,  pour  que  les  deux  surfaces  soient  osculatrices 
l’une  de  l’autre  au  point  commun  {x,y,  z),  ou,  ce  qui  re- 
vient aumème,  pour  que  les  valeurs  àep,  <7,  r,  s,  t,  déduites 
des  équations  de  ces  surfaces , ne  varient  pas  dans  le  pas- 
sage de  l’une  à l’autre,  ouquand.on  remplace  u par  v,  il 
sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  coordonnées  x,y,  z 
du  point  commun  aux  deux  surfaces  vérifient  la  formule 


d'u 

dp' 

\dzj 

V d'ududu  d'u, 

^ dxds  d.r  dt~^de* 

\ — -1 

< _ drdy  ' 

f du\ 
\dzj 

L*  d^u  du  du  d*u  àtidu  à^uduàu 
^ dyàz dx  ds  dxdz dy dt^ dz' 'dx  dÿ 

dx'< 

[S 

’ d'v  dv  dv  d'v 

^ ^ dxdi dx  dz~^ di* 

m 

— d’iTj 

\dzj 

’ Â>~di>  d^v  dvdu'  d*^‘dt'  dv 

* 4}dsdx^i  dxdt^ds  dz'dxdx 

d^u  d*u  du  da  /rfuN*  /duV 

, 4y  dt*  Xdx) 

“ dV  /A-\»  d'y  dv  di  ^ 

<(r’ vd*y  ^ 4ydt  4r  dt'\4]r)  \dry  V*/ 

(’eltc  formule  équivaut  à cinq  équations  distinctes,  et 
puisqu’elle  doit  subsister  quand  on  échange  entre  eux  les  • 
axes  des  .r,  des  et  des  z,  il  sera  permis  de  remplacer 
l’une  des  fractions  qu’elle. renferme,  par  exemple  la  se- 
conde, par  celle  qu’on  obtiendrait  en  substituant  dans  la 
première. la  lettre^  à la  lettre  z;  donc  pour  que  les  deux 
surfaces  soient  osculatrices  en  un  point  commim  (x,y,  z), 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  généralement  que  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  la  formule 

T— Y d'u/duV 

J \Jis  ) dx  ' \iU  ) * dxdt  dx  dz  dz'  ) 

Y ~ 7^'  ~ /'^Y  ~ ^~/^Y  d'y  dvd^  dV  /d»Y 

\dx:  J \drj  \,d*y  rfx*\d*y  ^drdzdrdz~*~  de'  \drj 


d^u 

\<lz^ 

* d^ U du  du  d^u^du'^ 

^ djdi  dy  dz^  ds  * 

* d'u  f 

_ dp 

' d'u  du  du  d*u 

^ dxdy  dx  dx^  <&' 

m 

d*v 

\^dl  ^ 

* <iV  dp  dv  d‘v 

^ dyds  dy  ds^  ds' 

'AA’  d'v 

\^dr)  dx' 

(ÎJ 

* il\  d%f  d\f  d*p 

^ dxdy  dx  dy~^  dy^ 

(lÿ 

2ÜS.  En  résumé,  le  contact  du  second  ordre  d’une 
surface  avec  une  première  surface  donnée  en  un  j>oint 
(x,y,  z),  exige  que  l’équation  de  la  seconde  surface  satis- 
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fasse  à six  conditions;  dès-lors,  puisque  l’étjuation  géné- 
rale d’une  sphère  ne  i-enferme  que  quatre  constantes  dont 
. on  puisse  diSposer,  savoir,  son  rayon  et  les  trois  coordon- 
nées de  son  centre , et  que  ces  quatre  constantes  ne  suf- 
fisent pas  pour  satisfaire  à six  conditions,  il  en  résulte 
qu’il  n’existe  pas  en  chaque  point  d’une  surface  donnée 
de  sphère  osculatrice,/)u  qui  ait  avec  cette  surface  un 
contact  de  second  ordre,  au  lieu  qu’il  y a toujours  un 
cercle osculatcur  pour  chaque  point  d’une  courbe  à simple 
ou  à double  courbure. 

On  peut  assigner  une  raison  plausible  de  cette  différence  : 
le  caractère  propre  de  la  sphère , c’est  qÿ^  ^a  courbure  est 
la  même  dans  toutes  les  directions  autour  de  l’un  quelcon- 
(jue  de  ses  points , tandis  que  pour  une  autre  surface  cette 
courbure  varie  généralement  d’une  direction  h l’autre; 
il  ne  pourra  donc  pas  arriver  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  dans  la  sphère  et  dans  la  surface  soient 
égaux,  si  cen’est  dans  certains  casparticuliers*  par  exemple 
si  le  point  que  l’on  considère  sui- la  surface  est  un  ombilic. 

L’équation  générale  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  con- 
tient neuf  coefficients  constants;  si  donc  on  donne  un 
point  M sur  une  surface  donnée,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer une  infinité  d’ellipsoïdes  qui  seront  osi'ulateurs 
de  la  surface  en  ce  point. 

206.  Considérons  plus  généralement  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  p»oint  donné  M.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces,  les  deux  lig^ics 
d’intersection  seront  tangentes  l’une  à l’autre,  et  auront 
entre  elles  un  contact  d’un  certain  ordre,  cet  ordre  pou- 
vant du  reste  demeurer  toujours  le  même  ou  changer  de 
valeur  avec  la  position  du  plan  normal.  Le  nombre  qui 
représente  l’ordre  de  contact  des  deux  lignes  quand  il 
est  invariable,  ou  sa  valeur  minimum  dans  le  cas  con- 
traire, sert  à mesurer  ce  que  l’on  appelle  l’oi-dre  de  ccm- 
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lad  (les  (leux  surfaces.  Soit  a cd  ordre,  d P,  Q les  points 
où  les  eoiirhcs  d’intersection  normale  prolongcies  dans  un 
certain 'mus,  sont  renconln-es  pai'uii  arc  de  cercle  décrit 
du  poiiitiM  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  dési- 
pié  par  Si  l’on'’ considère  ce  rayon  comme  un  iiifiiii- 
menl  petit  du  premier  ordre,  la  distance  PQ  variable 
avec  la  position  du  plan  normal  sera  elle- même  une 
((iiantité  inânimcnt  petite  d’un  ordre  marcpié  par  un 
nombre  constant  ou  yariable  dont  a+i  représentera  la 
valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  qpe  par  le  point  P situé  sur  la 
première  surface  on  mène  une  sécante  ijui  forme,  avec  le 
plan  tangent  aux  deux  surfaces,  un  angle  cr  sensiblement 
différent  de  o,  ei  rencontre  la  seconde  surface  en  S.  On 
démontrera,  eomme  nous  l’avons  fait  (piand  il  était  ques- 
tion de  deux  courbes  qui  se  touclieiit,  (jue  la  distance  PS 
sera  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  P(,),  et  la 
distance  MR  du  point  M à la  sécante  PS  un  infiniment 
IJetit  du  premier  ordre,  et  Ion  déduira  immédiatement 
de  cette  remarque  les  propositiwis  suivantes. 

!207.  Théorème  !"■.  L’oixlre  de  eontact  de  deux  sur- 
faces qui  SC  youcbciU  en  un  point  donné  M est  inférieur 
d’une  unité  à la  valeur  unique  ou  à la  valeur  minimum 
du  nombre  qui  représente  l’ordre  de  la  distance  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  points  P et  S où  elles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  cpii  forme  un  angle  sensible 
avec  le  plan  tangent  commun  à ces  deux  surfaces,  lors- 
qu’on considère  la  distance  du  point  de  contact  .à  la  sé- 
cante dont  il  s’agit  comme  un  infiniment  petifdu  premier 
ordre. 

Théorème  a"’*'.  Lorsque  deux  surfaces  ont  cuire  elles 
un  contact  de  l’ordre  a,  tout  plan  normal  ou  oblique  qui 
forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  à 
CPS  surfaces,  les  coupe  suivant  deux  courbes ipii  ont  enlic 
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clics  un  foiitai'l  de  l'ordre  ,oii  d’un  ordiv  supérieur  à 
a \ l'ordre  de  eoiitacl  des  (leux  yourlH’s  pourrait  nu'ine  de- 

M'iiir  infini  si  elles  se  eonfoudaienl  rune  avec  l'aufre. 

» • 

Théobéme  Pour  ohtenir  l’ordre  de  contact  de  deux 

surfaeesqui  se  touclient  en  unpoinâoù  le  pkui  tangent  n'est 
pas  jwrallèle  à l’axe  des  z,  il  suHit  de  mener  une  ordonnée 
dont  la  distance  au  point  de  eontaet  soit  un  infiniment 
petit  dn  premier  ordre,  et  de  cherelnu-  la  \aleur  unicpie 
ou  la  valeur  minimum  du  nomhre  eonstapt  ou  varialde 
(|ui  reprc'sente  l'ordre  de  la  portion  infiniment  ])etite 
d’ordonnée  comprise  entre  les  deux  surfaces  ; eet  oixlre  ou 
eette  valeur  minimum,  diminui'*e  d’une  unité,  inditpu* 
l’ordre  du  contact. 

Coi'a/lain-  i*''.  Soient  ‘ ' 

^=/{x,T)y  ^ = V{x,x), 

les  équations  des  deux  suiTaet.'s,  elles  auront  un  point 
commun,  et  en  ce  point  le  nu'me  plan  tanpeni;  si  l’on  a 
pour  ce  point 

/(„„=FV,r), 

et  si  l’on  eonsidère  la  distance  comme  infi- 

niment petite  du  premier  ordre , l’ordre  de  la  quantité  infi- 
niment petite  F (or  -|- Ar,  j -f- A)^) — ^/(x-|- Ar,y-|- Ajp), 
on  sa  valeur  minimum  surjva.ssera  d’une  unité  l’ordre  de 
contact  des  courbes. 

Corollaire  a""'.  Si  les  deux  surlares  se  touelient  en  mi 
point  de  l’axe  des  s,  mais  de  manière  que  le  plan  tangent 
ne  passe  pas  par  cet  axe , il  .suffira , pour  déterminer 
l’ordre  du  contact,  de  chercher  le  nombre  qui  indiquera 
l’ordn;  de  la  différence  F(j:,y) — considé- 
rant les  deux  variables  x , j comme  des  infiniment  petits 


Digitized  by  Goo^ 


le 


TRENTE-SIXIÈME  LEV’ON.  v 

du  premier  oixlrç,  et  de  diminuer  eo.  nombre  d’une 
unité.  On  reccninaîtra  de  cette  manière  que  les  surfaces 
« = z=x^-hj\  z~x'-+-jr\  z = x^-4-j’, 

ont  entre  elles,  à l’origine,  un  contact  du  premier  ordre, 
tandis  que  les  surfaces  z ~ x"-^y",  ;s  = 

ont  un  contact  de  l’ordre  et  les  surfaces  z — 

r = % un  contact  de  Tordre  7-  - 

• Corollaire  3“'.  En  conservant  les  hypothèses  du  pre- 
mier corollaire,  et  posant  Ax  = «r/x,  Ay  = <x.dj, 

F(x  + udx,  y -h  ady)  — f{x  -t-  adx,  y -f-  »dy)  = f («), 

la  différence  F (x Ax , y' -F — y(x-|-Âx,y^-f- Ay) 
deviendra  ®(«),  et  puisque,  en  supposant  que  a.  est  un 
infîniment  petit  du  premier  ordre,  celte  différence  doit 
être  un  infiniment  petit  de  l’ordre  a -f-  i , dans  le  cas  où, 
conune'nous  le  supposons,  les  deux  surfaces  ont  entre’ 
elles  un  contact  de  l’ordre  a , on  aura  , en  désignant  par 
n le  nombre  entier  égal -ou  immédiatement  supérieur  à à 

p(o)  = o <l'(o)=ÏO, ^(")(o)  = o, 

et  (a)  sera  la  première  des  fonctions  dérivées  de  ip  (a) 
qui  cessera  de  s’évanouir  avec  «.  On  a d’ailleurs,  comme 
on  l’a  vu , 

^{o)  = V{x,y)—f{x,y),  ^ ' (o)  = rfF  (x,  /)  — d_f  (.r , y) , 
<>(")(o)  = </"F(.t,y)—  rf"/(x,y), 

^C^O(o)  = ,/»+•  F(x,y)-rf-+'/(x,y); 


les  coordonnées  du  point  de  contact  des  d«ix  surfaces  sa- 
tisferont donc  aux  équations 

^{x,y)—f{x,  y),  d¥{x,y)zxd/(x,y),.  .f. 

d'V(x,y)  = d’/(x,y), 

v6.  . 
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OU,  ce  qui  revieiil  au  môme,  aux  cf|iiat'^oiis 

' f/F  f/F  df  * df 

F{x,x)  =/(x . r) , ^ ^ ’ 


f/»F 

f/jr’ 


f/jr’ 


f/*F 

a djedy 


djcdy 


f/>F 

dx‘ 


dr‘ 


dx' 


dx  ‘ 


à'f  , , d'f  , 


f/"F  , n f/"F 
dx"  ^ \ dx'~' dy 


rf"F  . rf"/  , 

dx-'dy.  . :;c-. 


f//" 


/y^r»-* 


fir"  ‘ f^' 


dx’^'dy.  . , 


f/»/ 


f/r 


Ce»  dernières  formules  devant  subsister  quelles  que  soient 
les  valeurs  finies  attribuées  aux  différentielles  dx , Hy,  en- 
traîneront évidemment  les  suivantes  ; 


, f/F  df 
F{x,y)x=f{x,y),  ^==;;^, 

f/*F  _ d'f 
dxdy  dxdy  ' 


^_df  f£F  _ d’f 
dy  dy'  dx'  dx ’ ' 

d'F  _d‘f 
dy'  dy  ' ’ 


d’F  d'f  . d'F  __  d'f  f/«F  _ f/*/ 

dx’-'dy  ~ dx"^' dy'"' ~Sxdy'^‘~  dxdy”-'  ’ 

f/»F  f/"/ 

" dy’' 

Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  uii 
point  où  le  plan  Ungent  n’est  pas  parallèle  à l’axe  des  z , 
non-seulement,  pour  le  point  dont  il  s’agit,  l’ordonnée  « 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantesx,j^,maisencoresesdifféi  entiellesf/z,f/’z..  . d"~^  z. 


\ 
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,*  w • . • Il  • d'z  d’z 

r/‘a  el'ses  cléBàvecs  partielles  , , - , -p-,  -r— ~r-  y ■•* 
^ . dx'  dy'  dx'  dxdy  dy^'  ' 

jasqu’^à  celles  dont  l’ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier 

égal  ou  immédiatement  supérieur  à l’ordre  du  contact , 

conserveront  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  de  la 

première 'surface  à la  seconde.  • 

. • ' ' * * 

jC’oro/fa/re  4 “î- lorsque  le  plân  tangent  commun  aux 
deux  sui-faccs  u’étant  pas  parallèle  à l'axe  des  z,  l’ordre  du 
contact  est  un  nombre  entier,  il  sudit,  ixmr  le  déterminer, 
lie  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations  ' 

; - ■ ' ' . 

F(-^.r)=/(fi.r>}  ‘i'V{x,y)=d'f{x;y)... 

qui  SC-  trouve  vérifiéç  poür  le.  point  de  contact,  indépen- 
damment des  valeur^  attribuées  aux  dilléiTQticllcs  dx,  dy 
des  variablés  indépendantes.  L’ordre  des  dil{ercntiellcs 
totales  comprises  dans  ccttC  dernière  ^ujHion  sçra  préci-' 
sèment  l’ordre  demandé.  •.  . ** 

Coro//«/rt?  Si  Je  plUn-  tangent  Coutifïun  aux  deux 
surfaces  devenait  parallèle  à l'axe  des  z,  il  faudrait,  dans 


à l’ori^no  le  plan,  yz  ont  eu  ce  point  un  contatÆ  jdu 
^second  ordre , il  suffiia  d'obsérvCr  eme  leurs  équations  ré- 

r . **  ' ‘ zj  • 

solues  par  rapport  à x prennent  les  formes  x ~ ; 

" ' *1  J-n-  " ' "z*  • 

X = - , „ et  que  la  diflerenco i — est  un 

‘I — y\  • •'  . » — r’  I — y‘- 

itifiiiimenl  petit  du  troisième  ordfe , c^ihind  on  considère 

y et  z comme  des  iblinimcnt  petits  du  premieç.  * •*  ' 

Ou  jMiUt  d’.nillcurs  choisi i^touj en rs  pour  axe  des,  z nn 

axe  qui  ne  soit  pas'pni allèle  aq  plan  langent  mené  par  le,’ 


f ■ 
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point  de  contact  des  deux  surfaces.  A l’aide  de  cette  fe- 
marque  jointe  à la  définition  des  deux  surfaces  oscula- 
trices,  on  conclura  généralement  que  deux  surfaces  qui 
ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou  d’un  ordre 
plus  élevé  sont  osculatrices  l’une  de  l’autre,  et  récipro- 
quement que  deux  surfaces  osculatrices  ont  au  point  d'os- 
culation un  contact  du  second  ordre  ou  d’un  ordre  supé- 
rieur au  second.'  ^ » 
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Ihis  biirfuccs  ifue  pouveiit  oii(;rii'frcr,  un  ne  mouvant  dans  rus|ia<o,  dus 
droites  ou  rotirbe&  de  lorm»  ronshinte  ou  variable.  • 


, 208.  Coiisidéi-üiis  üiie  ligne  droite  ou  courbe  représen- 
tée par  deux  équations  qui  renferment  avec  les  coordon- 
nées rectangulaires  z,  deux  paramètres  ou  eouslau- 
tes  arbitraires  c et  c,  ; si  l’on  résout  ces  équations  par 
rapport  aux  constantes  dont  il  s’agil,  on  en  tirera  ii  = c, 
e = c, , I»  et  i’  désignant  ;leux  4<>'H'lions  des  variables 
X,  jr,  Z.  Déplus,  si  l’on  attribue  successivement  aux  cons- 
tantes cet  c,  uiieiniinité  de  valeurs  arbitrairemetit  choi- 
sies, la  ligne  représentée  par  les  équations  ii=c,r'  = c,  f 
changera  de  position  , souvent  même  de  forme,  aitns  dé- 
crire aucune  surface  déterniinée  ; mais  si  l'on  établit 
entre  c et  c,  une  relation  rpielconque,  si  l’on'suppose,  ' . 
pouV  fixer  les  idées,  = ç(c)  désignant  une  fonc- 

tion de  la  constante  c,  les  équations  u = c,  e = !j)(c)  re- 
présenteront une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  seront 
couqiléK'iuent  déterminées  pour  ejiaque  valeur  particu-'* 
lière  de  la  constante  c.  Donc  si  l’on  attribue  succossive- 
inent  à cette  constante  une  inffnitéde  valeurs,  la  ligne  en 
question  se  mouvra  de  manière  à engendri^r  une' certaine 
surface  dont  ré(|iiation  sera  ou  ce  que  l’iui  ob- 

tient quand,  entre  les  deuv*  équations  de  la  courbi*,  on  éli- 
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. miiieJa  qiiaiililc  tqui  seule  vàine  d’uiie  roui  l)e  géiiératru:<- 
à l’autre.  La  règle  générale  < pour  trouver  l’équaüou  de  la 
surface  engendrée  parles  positions  successives  de  la  courbe,  ' 
est  donc  très  simple.  Il  faut;*  i“  résoudre  les  ctpialious  d» 
la  génératrice  par  rapport  aux  deux  paramètres  varitdiles 
c et  c,  ; a”  exprimer  ^ue  l\m  de  ces  paramètres  est  fonc- 
tion de  l’autre  ; "S”  éliminer  les  deuk  paramètres  en  substi- 
tuant pour  chacun  sa  valeur  en  x tirée  des  équations 
de  la  génératrice.  Il  importe  de  remarquer  que  la  coui-be 
donnée  n=  c,  V'=c,  ne  devient  proprement  génératrice 
que  du  moment  où  les  deux  constantes  sont  liées  l’une 
, avéc  l’autre.  L,  - . g' 

!''■  Exemple  : On  demande  l’éfjuation  générale  d’une 
.,  surface  cylindrique,  c’est-à-dire  d’une  surface  engendrëje 
par  le  mouvement  d’une  droite  qui  reste  constamment 
parallèle  à elle-tnôme.  Si  l’on  nomme  a,  G , y les  angles 
constants  que  doit  foi-mer  celle  droite  prolongée  dans  uu 
certain  sens  avec  les  trois  axi?s  des  coordonnées  positives, 
et  x„,  z„  les  coordonnées  variables  d'un  de  ses  [loiuts, 
scs  é<{ualioiis  seront 


y—jTo  __  Z— Zq 
cosf  rosy 


OU 


XCOsC — jr  COS»  = J.’„COSto  — yaCOS»  = C , 

* XCOSy — iCOS«=X„COSy  — Z„COSec  =c,, 

f,  c,  désignant,  jxiiu- abréger,  les  constantes  arbitraires 
jr^cosG  — _y„cosa,  x^oosy  — ZoCosa.  Si  l’on  attribuait 
aux  constantes  c et  c,  nne  infinité  de  valeurs  sans  établir 
enirc  elles  aucune  relation,  la  droite  * 

xcoso — ,_jroS«  = c,  xcosy  — z cosa  = c,  , _ 

« 

pourraitsc  inouvOir  de  inaiiièica  remplir  successivement , 
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luiii  I espace)  mais  si  l’on  suppose  e,  = (p(c),  les cqualious  , 
xcosC  — y cos«  = c,  JTcosy  — icos  ■*  = '?(e)> 

l’epiésenteront  la  génératrice  d’une  surface  cylindrique 
qui  aura  pour  équation 

arcosy  — / cos»  ~^{x  cosff  — y cos<t). 

« « 

On  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les 

.deux  équations 

* » 

/■  tx  my  4-  nz  hx  + m^y  + /i,z  = r, , 

et  l’é<piatton  de  la  surface  cylindrique  aurait  été 
/,  X -f-  /n,  ï (Ix  -f-  my  «z). 

On  voit  par  ce  qui  précède  qut  pour, obtenir  l’équation 

* finic.d’une  surface  cylindrique , il  suffit  d’établir  une  rela- 
tion quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia-n 
blés  JT,  jy,  Z. 

Exemple  : On  demande  l'équation  générale  d’une 
' surface  conique , c’est-à-dire  d’une  surface  engendrée  par 

• une  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  point 

donné.  Appelons  le*  coordonnées  constantes 

de  ce  point  qu’on  appelle  le  Mmmet  du  cône,  a,  £,  y les 
angles  variables  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes; 
les  équations  de  cette  génératrice  seront  . 

■ * x—x^  _ y—yo  _ »— Zq  » . . 

' cos»  cosC  cos  y ’ ; 


ou 


/— /o  _ COsC  ^ ^ 

X — x„  cos» 


' z- 


‘O  cosy  , 

— = =xe,  = P (c), 

«vrxfi  jÊt  ’ \ / 


( 


X — Xo  COS« 


<•1  la  surface  conique  aura  pour  équation 


<x  — X, 
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cette  valeur  de  « — est  précisément  celle  que  l’on  oh- 
tiendrait  en  égalant  a o une  funclion  homogène  quelcon- 
quc'des  trois  difl’érences  ^ — z„.  Si  l'on 

prenait  1 origine  pour  soiumci  de  la  surface  conique  , on 
aurait 


et  pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  conique,  il  suHi- 
rait  d'égaler  à o une  fonction  homogène  quelconque  des 
variables  x,  jr,  z. 

3”''  Exemple  : On  demande  l'équation  d’une  surface 
• conoïde  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment par  un  axe  donrM^,  en  demeurant  perpendicu- 
laire à cet  axe.  Si  l’axe  dont  il  s’agit  coïncide  avec  l’axe 
des  z\  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l’équation 
de  la  surfaex*  conoïde  seront 


en  sorte  que  l’ordonnée  de  cette  surface  se  trouvera  ex- 
priniée  par  une  fonction  homogène  de  x et  de  dü  degré  » 
nul.  ‘ ; 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné 
y-g,  Zg,  de  manière  à- former  avec  les  axes  des  angles  a, 

6,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
comme  pi-oduite  par  l’intcrsectipn  de  deux  plans  mobiles, 
dont  l’un  passerait  constamment  par  l’axe  de  la  surface, 
tandis  que  l’autre  serait  perpendiculaire  .rcct  axe.  Nom* 
mons  X,  p,  V les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  pi'rpcn- 
diciüairc  .,au  premier  plan , son  équation  sera  ’ 

{x  — j:„)  cos  -4-  {>  -j  ^o)  eoift,  -f-  — z„)  cos  ► = u. 

Les  angles  X,  p.  v satisferont  de  plus  à la  condilion 
cos<t  cosA  cosC  cos^  h cosy  tost  r.  o. 
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De  CCS  deux  équations  réunies  on  tire 

cos  A cos^ 


4ii 


(/ /o)cOSy  — (z  — 2„)  cosC  “ (z 2o)  COSît  — (x X„)  COSy 

— i.  ' COS  > 

(x Xo)  cos  C (j'  — /„)  cos  «t  ’ 

(r — J^o)  COS  y (z Zq)  cos  b COSA  * 

(x  — x„)cosy  — (z  — z„)cos«  cos^  ' ' 

L’équation  du  second  plan  perpendiculaire*à  l’axe  s«A-a 
évidemment  de  la  forme  • 

• J»  ^ 

xcos« cosS -f- 2 COSy  — Cij  ’ 

de  sorte?  que  les  équations  de  la  génératrice  et  de  la  sur- 
face conoïde  seront  . . ' 

(r— .Tolcosy  — (z  — ZqJcosC . . 

(x — Xo)cosy  — (z  — z„)cos«  ’ 

X cosa J"  cosff -f- z cosy  = ^(c), 

• ' V.  rCj— /„)cosy  — (z  — z.ilcosC'] 

xcosa -f-r  coSfc-l-2  coSy=  ^1  ; ) I. 

L (•*  — .lo ) COSy  — (z  — Zo)  cos«  J 

4“*  Exemple.  Concevons  que  l’on  demande  l’équation 
finie  d’une  surface  de  révolution , on  pourra  prentlre  pour 
génératrice  de  cette  surface  une  courbe  plane  tournant 
autour  d’un  axe  nommé  axe  de  révolution  'et  situé  dans 
le  plan  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  variable,  mais  dont  le  plan, 
resterait  toujours  perpendiculaire  à l’axe  dont  il  s’agit, 
et  dont  le  centre  sérait  situé  sur  ce  même  axe.  Cela  posé, 
admettons  d’altord  que  l’axe  de  révolution  coïncide  avec 
l’axe  des  X-,  les  deux  équations  du  cercle  générateur  se- 
ront de  la  forme  » ^ • . 

. ,T ’ = c,  _ z =3  ^ (f);  , 

cl,  par  suite,  l’étiuation  de  la  surface-dc  révohilion  sera 
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Si  l’axr  <lc  rcvolulioii  coïnciilc  avec  une  droite  menée  par 
un  jKvint  donné  yot  manière  à fbnner  avec  les 

demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  a,  6,  y, 
le  cercle  générateur  sera  évidemimmt  la  courbe  d’inter- 
section d'une  sphère  qui  aûra  pour  centre  le  point  x„ , 
jo,  Zo,  et  d’un  plan  perpdtidiculaire  à l’axe  de  révolu- 
tion; les  équations  de  ce  cercle  et  l’équation  de  la  surfac»' 
de  révolution  seront  dès-lors  * 

^cos« -H/ COsC -h  * COSy^  c,  , 

(x— Xo)>  ro)*  -h  (i  — ïo)*  = (P  (c), 

(x — x„)*-f-(j — ra)'-H(2 — z„y=p(xcmA+x  cosC-t-zeosyJ. 

» 

' • 

2()9.  On  pourrait,  en  généralisant  ces  principes,  faire 
mouvoir  dans  l’espace  des  lignés  tellement  choisies,  que  lu 
construction  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement 
de  ces  lignes  dépendît  de  plusieurs  constantes  ou  fonc- 
tions arbitraires.  Considérons  eu  elTet  une  ligne  droite  ou 
courbe  dont  les  équations  soient  . *■  * 

I « ^ 

y*(x  f Xi  Z J c,  c, , c, ..  , F(x,J^,Z,C,C,  ,C,  ... 

et  ■renferment  avec  les  variables  x,  y,  z\  plusieurs  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  c,  c,,  c,, . . . Si  l’on  at- 
tribue successivement ces  constantes  une  infinité  de 
valeurs  arbitrairement  choisies , la  ligpe  en  question  chan- 
gera de  position^  souvent  même  de  foraïc,  sans  décrire 
aucune  surface  déterminée , à moins  que  l’on  n’établisse 
entre  les  constantes  c,  c,,  c„. .-.  . des  relations  telles  que 
la  valeur  de  l’utie  étant  donnée,  les  valeurs  de  toutes  les 

autres  s’en  déduisent,  en  posant,  par  exemple,  « 

• il 

‘ c,=z<p,{c),  c,=^,(ej,  C3  = (pj(r).  , . 

« * 

9>i  > ?ti  ?»>  • • • •'désignant  des  fonctions  de  la  conslaiitc  e. 
Dans  ce  cas, -si  l’on' attribue  .surcessivumenl  à celle  eons- 
lante  une  infinité  de  \ aleiirs,  la  ligne  i;u  «jucslTon  se  mouv  ra 
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t * 

4e  manière  à engciwlrer  une  ccrlaîne  surface  ; or,  laXonhe' 
cl  la  posilion  de  cette  surface  dépendront  évidemment  de 
la  nature  des  fonctions  <j5, , y, . que  l’on  peut  choisir 
arbilraiVx;meiil;  et  pour  obtenir  son  étpialion,  il  suffira 
d’éliminer  *c  entre  les  deux  équations 

♦ t * 

f[x,x,z,  c,<f^(c),  {c).  = O, 

^[x,y,z,c,(p,{c),ip^{c) ]=o;* 

mais  on  ne  pourra  en  général  ellectuer  celte  élimination 
(ju’après  avoir  remplacé  les  fonctions  arbitraires^!,  Çj, . . . 
par  des  fonctions  détermipées  de  la  constante  c.  ' , _ 

On  [K>nrrait  faire  dépendre  les  unes  des  autres  plusieurs 
des  fonctions  Çi , ip, , ^s,. . . . èt  prendre,  par  exemple, 
pourri,  dérivées  successives  de  la  fonction  yi(c), 

en  posant  9,  (c)  = ^ ; (c) , 91,  (c)  = 9»''  (c)..:. 

210.  Lorsqu’une  surface  csl^  engendrée  par  le  mouve-, 
ment  d’une  ligne  droite  ou  courbe  dont  les  équations  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire,  on  peut  déterminer  celle 
Ibnction  de  manière  que  la  surfaeç,  passe  par  une'lignC 
donnée  qui  s’appelle  alors  la  directrice. 

Soient  toujours  t'  = c,  iv  = (p  (c)  les  équations  de  la 'gé- 
nératrice, et /(x,jr,  z)  = o,  F(x,y,  z)=o,  les  châ- 
tions de  la  dircïctrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  de  deux  surfaces  tpii  la  renferment.  Pour  déter- 
miner la  nature  de  la  fonction  <j>,  il  suffira  d’assujétir 
chaque  génératrice  à passer  par  un  point  de  la  directrice  ; 
la  fonctioH  <})■  devra  donc  être  choisie  de  telle  sorte , que  les 
({uatre  équations  qui  précèdent  soient  vérifiées  simultané- 
ment par  un  système  unique  de  valeurs  de  x,  z ; par 
conséquent  la  valeur  de  (p(c)  se  déduira  de  l’équation 
produite  par  l’élimination  des  coordonnées  x,y,  z entre 
ces  quatre  équations.  La  nature  de  la  fonction  9)  (c)  étant 
ainsi  déterminée,  l’équation  iv  = 9)(t>j  , qui  ne  renfer- 
mera plus  rien  d’arhitraire,  sera  l’équation  de  la  surface 
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décrite  par  le  nioiivemenldela  génératrices’appiiyaiitdaiis 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

2H.  Si  l’on  voulait  détenniner  la  l’onction^^de  manière 
que  la  surface  fût  circonscrite  à une  surface  doiiiiéc,  il 
faudrait  cliercher  d’abord  les  éijuatiuns  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces,  eti’on  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire,  en  prenant  jwur  directrice  la  ligne 
dont  il  s’agit.  Or,  soit  « = o l’équation  de  la  surface  don- 
née; la  normale  menée  à cette  surface  par  un  point  quel- 
conque (x,'jy,  s)  delà  ligne  de  contact  formera  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cxvsinus  seront  proportionnels  aux 

dérivées  partielles  ^ , tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le' même  point  à la  génératrice  de  la  surface 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
(n“  156)  seront  proportionnels  aux  quântités 

dv  fiw  dv  dw  dv  dw  dv  dw 

dy  di  dz  d y ’ dz  dx  ilx  dz 

^ th  dw  d»  dw  ^ 

dx  dy  dy  dx 

t 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé- 
nératrice doit  être  circonscrite  à la  surface  w = o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  p<-rpendicu- 
laire  à la  génératrice.  On  devra  donc  avoir  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  de  contact 


du 

dx 


'.r. 


et  les  équations  de  cette  courbe  de  contact  qui , dans 
l’hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surface 

/ \ TV  . cv  ^ 

= Ÿ C^'),  seront  a = o,  " ^ + V “h  h o. 

Quoique  l’on  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion ^ à l’aide  de  la  méthode  que  nous  venons  d’(?xposer , 
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(III  parvieiiflra  plus  facilement  à l’c-qualion  (](•lillilive  de 
la  surface  qui  a pour  gi'-nératricc  la  ligne'’ 

•<  = r , (V  = ^(c), 
et  pour  directrice  la  ligne 

/(x,  j,z)=o,  F(a:,/,z)=o, 

en  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 
ri , ^ les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice , et 
par  \ , W ce  que  deviennent  les  quantités  u,  te  quand  on 
y remplace  ■v,jr,  z par  n,  les  équations  dé  cette  gé- 
nératrice deviendront  V = e,  W = u'.^  Or  si  l’on  éli- 
mine X,  J,  Z entre  les  quatre  équations 

/(■T.  r.  =)  = O.  F(a^i  7.  î)  = O.  V = r,  Vi  =z  w , 

•* 

on  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfeiinera  les 
seules  coordonnées  et  qui  sera  vérifiée  pour  urr 

point  «ptelconque  de  l’une  des  génératrices;  donc  cette 
équation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
mentionnée. 

De  m£me,  si  l’on  élimine  x,  y,  z entre  les  quatre 
liquations 


V = <>,  W=«-,  u = o,  P 


du 

dx 


du 

dy 


^dz~  ?’  ' 


ou  obtiendra  l’équation  engendrée  par  la  ligue  e=o, 
te  = e*  circonscrite  à la  surface  ii  = o. 

212.  i"”  Exemple  ; Ou  demande  l’équation  de  la  sur- 
face cylindrique  qui  aurait  pour  directrice  une  courbe 
plane  donnée,  par  les  équations 


or  cos  A -I-  / c»s^<  4- z cos»  = K , F (x,  7,  z)  = o ; 

p,  V sont  les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  de 
la  courbe  fait  avec  les  axes.  Les  équations  de  la  généra- 
f — X ^ 


trice  seront  de  la  forme 


cosy 


, (!t  en  ap- 
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. priant  / l’anglt!  do  la  gônôralrioc;  avec  la  porpoiulioulaiio 
au  plan  dé  la  directrice,  on  aura 

cos/  = cosct  cos  A -H  cosf  cos^  -h  cosy  cos». 

Des  équations  qui  précèdent,  on  tire 

f X >t jr s (f x)cOS  A -t-  («  — ^^OS^+  (Ç Z)C0S  > 

cosa  cosC  cosy  costt  COSA  + cosC  COS  ^ + cos  y cos*’ 

et  par  suite  * 

■ % ' • 

' ' ► cps  X ^ , 

X = f — T ( f cos  A -t-  « cos  » -t-  C cos  » — K ) , 

' cosC,,  _ 

^ y =11 j(f  cos  A -1- 1)  cos/«  -t-  Ç cos  * — K)  , 

cos  à • 

^ V cosy  . ^ X - V 

3 = Ç- f cosA -I- V CM^ -I- Ç cos  » — K); 

et  en  substituant  les  valeurs  de  x,jr,  z dans  l’é-cpiation* 

F {x,y,  z)  = o,  on  obtiendra  pour  l’équation  de  la  sur- 
face cylindrique 

^^^(fcosx-t-ncos/x-i-Çcos**— K),  » — co»x-+-etc.),  oosx-t-ctc  )J  =o. 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  xy, 
elle  peut  être  représentée  par  doux  é(|uations  de  la  fornur 
Z = O,  F (x,y)  = O,  et  l’équalion  de  la  surface  cylindri- 
que se  réduit  à , 

P /{cosy  — Çcosx  ' s cosy — Ç cosS 
y cosy  ’ cosy 

Si  la  directrice  devenait  parallèle  à l’axe  des  z , on  aurait 

« = 6=  -,y  = O,  et  la  surface  cylindrirpie  se  ré<Iuirail 

à l’équation  de  la  bas<!  : F(Ç , ri)  = o. 

Concevons,  pour  fixer  les  idtk's,  que  la  direelrice  s«>it 
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. .S 

I»  ■«.  y*  * > *»■  * 

* ellipse  - =1,1  équation  de  la  surface  cylindrique 

sera  , ' • • 

* • (^eosy— ^cos»)»"  Tdcosv  — gcosC)» 

. 


• * 

M’y- 


2 Exemple.  On  demande  l’équation  d’une  suiftee 
cylindrique  circonscrite  à une  autre  surface  donnée 

//  O,  . ^ 

Pour  obtenir  son  é([uation,  il  faudra,  d’aptes  ce  que 
nous  avons  dit,  éliminer  x.jr,  z entre  les  quatre  équa- 
tions. » » _ ' 

/ # * ' 
flu  du  „ du 

tif  — ?i~z  — ?nf  . * 

cos«  cosy' 

Supposons  que  la  surface  u — o est  l’ellipsoïde 
r' 

. ■ V ^ i J 

I -*  \ J' 

on  aura 

du  ' du  du  , * , \ 

— cosa  -f-—  cost  -4-  — cosy 
dx  dy  » dz 

=— cosa-j-'^CosC-f- — cosy=^^ — I I 


_i_t  , Z 


xl  yi  . ïjf 


c’  * ■ 


♦ ♦ 


et  en  céduisant. 

Désignons  de  .plus  par  aP  celui  des  diamètres  <b-  l’el- 
lipsoïde qui  sera  parallèle  au\  génératrices  du  cylindre, 
les  coordonnées  de  l’extrémité  de  ce  diamètre  seront  * 
Rcosa,  RcosÊ,  Rcos-/;  et,  eomme  elles  doivent  vérilier 
l’équation  de  l’ellipsoïde,  on  aura 


- ’> 


ros’ « vos^C  ros^y  i 

c/*  r*  K’ 


* 4 


r. 
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et  par  suite  * 

* ,►  .cos«  . , X . /r  X Fosy 


rosa 


cosC  ^ cosy  , 


cos’  a.  , cos’  C _ cos’  ÿ 
^ c’ 


^^^|cosa  _ »cos«  _ 4 cosy ^ 


f cos« 


a’ 


ycosC  Çcosy 

f , I , 


{\:os< 


y cos« 


Ç COSy  ’ 


6’  c’ 

* ■ 

I!  cosi;  . Ç COSyy 


J’  ,’  f’  . /'{cosa  , ncosS  _ ^ 

fl’'^ï’"^c>  • V a’  6’ 

« *»  ^ 

Telle  est  l’équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite 
à l’ellipsoïde.  Pour  lui  donner  une  forme  plus  simple, 
M.  Cauchy  remai'que  que  le  plan  tangent  à l’ellipsoïde  au 
point  (x,  J,  2)  a pour  équation,  en  appelant  X,_Y,  Z scs 

coordonnées  courantes , 

► ■. 

..  ±(X_T)  + |;(Y-r)+;^(Z-*)  = o,- 
OU 

X.r  Yv  Zz  V*  * 


d’où  l’on  conclut,  en  ayant  egard  aux  équations 
x = Rcos«,  r^RcosC,  z = Rcosy, 


Xcos« 


-t 


Y cf>sC  Z cosy I 


R 


Supposons  déplus  qu’on  mène  une  di'oite  du  centre  de 
l’ellipsoïde  .à  un  point  , ri,  pris  sur  la  surface  du  cy- 
lindre circonscrit.  Cette  droite  coupera  l’ellipsoïde  et  le 
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plan  tangent  <;ii  deux  nouveaux  poiï)t^(x,  z),  (X,  Y,  Z); 
et  si  l'on  désigne  par  r,  s,  t les  distauccs  du  centre  de 
l’ellipsoïde  aux  Jioints  {x,j,  (X,  Y,  Z),  on 

aura  évidemment 

, . . ‘ • 

4 **  * ^ * 

,r  = -J,  X=-i,  "=jÇ.  Z = 

et  en  sul>stituant  ees  valeurs  dans  les  équations 

I I **  Xcos«*  Y cos  te  Z cos  y 1 

fl*  T"  ' ’ "“'fl^  * ■'*  ^ R ’ . ' * 

il  viendra  ■■  * 

t*,i^  /Jcosi  acosC  ÇcOSy\.  .i 

;?+ r. ■■*(,— + -7|r-t  7- • • 

t w.  ' *v*v4 , * 4. 

Ces  derni^es  équations,  q^ÈtiuAées  t’  équati^Ôn  de' la 

sui  face  i-y^tudrigiiè  circonifeto4iJa_tiM)8formcioDt  ep* 


1 

S' 


i * 'S 

p~  ' t 


->.-?=  .rv^T^- 


Telle  est  la  forme  la  plus,simple.  (jue  puisse ^vrenére  l’équa-  . 
lion  de. cette  surface. 

Si  à rellipsoïde  on  suhsti tuait  un  liyperboloïde  à une 
^ou  deux  nappes  représenté  par  l’équation 


or’  r*  Z*  Z*  X*  y* 

— "4"  ■# — — — ; 

fï*  ù* . c'  . </*  d* 


», 


l’éiptalion  de  la  suidace  c.jlindi  iijue  circonsc-riie  à i:el 
livpcrboloïde  serait,  dans  le  pix'mier' cas,  ‘ , 


h 


* , ^ ^ /|cos«  i)cosC  ÇcosyS 

; •+•  I . . ' — R !•  . -H  - — 1: 


fl'  b‘  c 
et  dans  le  second  . 


c*  ;> 


?_*  ^ rj  J_  icos«  ^cosC  ^ Ç cosy  ,* 

c*  fl*  (!>’  \ * b'  , c’’  J ' 


7.n 


.V  • i 
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Dana  l’un  et  l’aulre  cas,  la  eourbt;  d(^l;onlal'l  de  rhypt'i- 
boloïdp  et  de  la  surface  cylindrique  serait  plane,  et  son 
plan  serait  représenté  par  l’équation  * 'f  . • 

arcosa  rcosô  icosy 

' -f-  .=;ro. 

4 a ’ » A*  c * 

Si  l'ou  demandait  l’équation  de  la  surface  cyliiHb'ique 
eirconscrite  au  paral^Ioïde  elliptique  représenté  par  l'é- 
x' 

b'  c ' 

ourbe  de  eontacl  a pour  étpiation 


piation  ^ -b  f-f=  f-  - , on  trouverait  que  le  pliui  de  la 


-r  , y . I 

. - , — cos« -4--T— ros»  - cosy, 

" * a’  b'  c » 

■ i.  . * 

Vît  (|uc  les  coordonnées  d’un  point  quelcompie  de 

la  surface  cylindrique  satisfont  à la  condition 
* ’ .•  t 

• . a'  h*  jr  c ' ^ 

* ’ 

^ On  tirera  de  ces  deux  équations,  jointes  à celle  de  la 

génératrice , ^ -’J  ‘ 

îensa  »cosC  ‘cosy  f'  <i’ 

è — X D — y Ç — Z, O*  c 

cos*  cosC  cos  y 


. cos’<^^  j cos’s 
« J.1-'  i.» 


f cos*  ircos?  cosy’ 


/ f ébs*  '^cosC  cosy 
?’•>!*  Ç \ C / 

__  I - ^ - ■ - ' 

n’  b'  y , tos’*  .*  cos  'S 

>-rr-+-î;r- 


Y 


Si  au  lieu  du  paraboloïde  elliptique  ou  considérait  un  pa- 
raboloïde  hyperbolique  représenté  par  la  formule 


.r’  - • r ’ 


ai  h’  c’  . 

l’équation  de  la  sui'laée  cvlîndricjue  circonscrite  devitni- 
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(irait  éviduuuiieîJl 


|<'o$«  i)Cos« 


• U - ^ — 

fl*  r ‘ 


/ f ros 
\ «’ 


« 

N>Sy  \* 

'■  J 


l'os’a  nos 
— — 


tf 


Supposons  ciitiu  ([ue  Ton  <Jciuaiul<;  la  surface;  cyliiulriqii^; 


circonscrite  à une  surface  du  second  degré  représentée  • 
par  l’étpiation  ' 


Aa:'-f-B/’-f-Cj’-f-2Dri-t-2Éij:+aFjy-f-aGar+2Hv  +al:— K, 


on  trouvera  que  les  coord«;niu‘cs  d«\la  coui'be  de  eoulacl 
et  de  la  génératrice  Satisferont  aux  équations  ■ ”* 


(A-c  -|-ty+  E3  + G)  cosa  + ( Fa; +T5r- -+-  1)3  + H)cosfe 


( F^-  -h  U r + Cw  “P  1 ) cos  y ~ U, 


( Aj:  Fjf  EI3  -f-  f»  ) ï + ( Fx  Br  -p  D:  + H ) ï » ^ 

-t-(Ex  + Dr-t-  Gs4-l)C  + Gx  + Ur+k  =E, 


.et  en  combinant  de  nouveau  ces  deux  éepiations  avec  celles  *• 

- de  la  génératrice,  on  aura  enliii  pour  l'é(|uatioii  'de  la  , 
^surface  cylindrique  demandée  : » ’ • ' 


Af • -t-  B,>  + €>:•  + al)<  + aE^f  -*■  aCJ  + jrf»  +al<  — K 

[(  Af  -f-F»  H-  -+-  B»  -H-  H}çosCm-  ( Eç  H- !)■  '|1 

^ A cos»éi4-Bcob  »C  4-Ccüs’  y-f-  iî)cosCcos7  h aEcosy  cos  :<  *il'co<»fiiçosCT 


213.  Proposons-nous  de  faire  passer  par  une  dlrectri»  c 
donnée  une  surface  conique  dont  le  sommet  coïncide  avec 
le 


le  ix)int  (x„,  y,„  Zg).  Les  équations  d^*  la  génératrice  sc- 

g J.  „ y , . '■  * ,X , 

i-oiit  = a— puisque  celte  généra- 


cosC  COS). 

irice  doit  toujours  rencontrer  la  directrice  en -un  point 
(.ï,  >S -),  on  aura  • ^ * 

^ X x„  y y n 5 

'■os  y ’ 


roS« 


cos  C 
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et  par  suite  i 


CALCUL  DirréREJiTIEI».  . 

f «Tn  ^ O ___  C 

-C X„  / J O Z — So 


Ce^  posé,  si  entre  cette  dernière  Cormide  et  Iqs  équa^ 
lions  de  la  directrice  on  élimine  x,y,  z,  l’équation  ré- 
sultante qui  renfermera  seulement  Ç sera  pLécisé- 
.ment  celle  de  la  surface  conique.  ^ 

\-Exemple  : Si  la  directrice  est  la  courbe  plane 
Ax-J-B>  *+Cï  =K,  3)^=0,  ^ 


on  aura 


? — ^ _ A(g— Xo)-f^B(»f— /o)-f-C(^— 

— ,3„  ~ K — (Ax„  + B>-„-PCe„) 


X— ,r„  x—y« 


et  par  suite 


, g , Ax„  q-  Br  „ -f-Cza  — K. 

^ X _ x„ - 1 1 - x„;  ( t- ’ 


r=r"— ("— /o) 


.Vx„-|-Bj„4-C3„  — K 


y A(f-x„)-|-B(,  _.r„)-d-C(Ç-3„)’ 

•'  T—  *,  ’ Axo-t-Broq-Ciu  — K 

î_3„  ='>^  ,V(f-X„)-f-B(R— J„)-t-C(Ç=-3„)  • 

r • 

En  substituant  ces  tfaleurs  de  x,  y,  z,  dans  l’équation 
F(x,y,z)  =0,  et  posant 


Ax„  +B/o  -f-  C3„  — K 


, = u. 


• ^ , A(f-Xo)-f-B(,-/„)-f-C(C-2o) 

on  trouvera  pour  l’équation  de  la  surface  conique 

F[x„ (f |ç)U>  Xo — (l 2» — (Ç  — So)U]=0. 

• • _ 
Lorsque  la  directrice  est  comprise  dans  le  plan  ,ry  et  re- 
présentée par  les  formules  x = o,  F (x,y)  = o , l’équa- 


V 


r«KP»TE-SEI*TIKVfE 

(K:  la  siu  lact!  roui(|uose  réduil  à 

wy(^0^~~^n‘i  ^ ~~  ^0*1 


4^3 


: O. 


Concevons,  pour  fixer  les  idées,  (|ue  la  directrice  soit 

jt  **  y * ■ ^ 

l’ellipse  « O, --  = i,  ré(|ualion  de  la  surfai  e 

i*onî(|ue  sera  ■» 

» - 

“oî)’  , (/»C  ^o>:/  . 

• < * 

, Supposons  maintenant  ijuc  la  surface  conique  doive  être 
circonscrite  à une  autre  surface  ii  = oj.  comme  qii  cliaqiie  • 
point  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces,  la  géné- 
ratrice de  la  prerhièrc  et  la  normale  à la  secoudi?  sé  eon-  * 
permit  à angles  droits,  les  coonloiinées  x,  /,--S  de  celle 
courbe  vénficrout  évidemment  les  équations 

du  du,  , du, 

et  pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  conifpe,  il  ni‘ 
reste  plus  qu’à  éliminer  x,  z entre  ces  deux  équations 
jointes  à celles  de  la  génératrice.  * 

Concevons,  par  exemple,  que  la  surface  coniijue doive 
ètreeiri-oij.serite  à l’ellipsoïde  — — |-  — = 1,  011  de-  * 

* (1%  /j>  /V»  ’ 


vra  avoir 

X 


^ (x  — x„)  -4-  (y  —y„)  — z„)  ;:=  o , 

et  en  réduisant 


l>^ 


la  courbe  de  eoulact  sera  une  courbe  plane  , et  en^yanf 
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V égard  à jx*lte  équation,  on  trouvera 


■'•Xo—J'  Zo  — Z 


4-.(z„  _ z)  ^ 

^ F \ 

a^of  , Xo»  , z„l^  ‘ t /,,>».  /V  V Ç 

_^+TT+~~» 

* Tr^  + ^ ' • i^--^)liMxo-x)  ^H-(=o- 3) 


jr+ÿT  + ^- 


fii  -L.-^. 

/,  » ■"  A» 


C’ 


et  par  suite,  ' , * 

/x„ f ‘ ' 3„<  , Y _ /'i.o  . ri . 'A  _ , ^ f il  + i_* . 

Telle  est  l’équation  de  la  surfatH!  conique  circonseritc  à . 
rellipsoïdc.  Celle  même  équation  peut  être  présentée 
• '•  sous  une  forme  plus  simple.  Soient  R „ le  rayon  vecteur 

mené  du  (X'ntre  de  l’ellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique;  «,  6,  y les  angles  <ju  il  fait  aA'g.c  les  axes;  R la 
partie  de  ce  rayon  vecteur  qui  représente  le  rayon  de  l’el- 
lipsoïde; l’extrémité  de  ce  rayon  aura  pour  coordonnée.s 
••  R cos« , R cosS , R cos  y , et  l’oiî  aura'  * ^ 


cos  * H 


cos*ff 

■~ÿr” 


cos’  y 


I 

R^’ 


( 


fl>  «.>  c’ 

■*  » 

, x„=R„cos<i,  /t  = RoCOsC,  z„  = R„eosy,' 

r ? . fi  _ B ’ 1 i2il*  -L.  — 15^^  = ^ 

""V  fl*  c*  / R*’ 

et  rc(|uation  de  la  surface  conique  devieiuli  a 

♦ y * 

cosee  * lycosb  ^cosy  i V / * 

- rtJ  -liô-Ri;  c-  - ' J- 
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Concevons  à présent  qu’une  droite  soit  menée  du  centre 
de  l’ellipsoïde  à un  point  (?,  K,  ^),  choisi  arbitrairement 
sur  la  surface  du  cône  circonscrit.  Cette  droite  coupera 
l’ellipsoïde  et  le  plan  tangent  qui  touche  l’ellipsoïde  à 
l’extrémité  du  rayon  R eu  deux  nouveaux  points,  dont  les 
coordonnées  x,j,  z , et  X,  Y,  Z , vérifieront  les  équations 

Xcos««  YcosC  Zcosy 


X* 

a * 


.zl. 

b' 


c* 


I 

R 


De  plus , si  l’on  désigne  par  r,  s,  t les  longueurs  mesurées 
sur  cette  droite , à partir  du  centre  de  l’ellipsoïde , et  qui 
aboutissent  aux  trois  points  (ar,  z);  (f,  r,,  ^);(X,Y,Z), 

on  aura*,  comme  on  l’a  vu  plus  haut, 

; ' ^ 

f*  , l’  1 1»/'?®°®*  , *cosC  , Çcosy\ s 

et  par  conséquent 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse 
présenter  l’équation  de  la  surface  c:oniquc  circonscrite  .a 
l’ellipsoïde. 

Si  à l’cUipsoïde  on  substituait  l’un  des  bypcrboloïdes 
représentés  par  les  équations 

/»•  A*  * /**  /ï*  A*  * 


l’équation  de  la  surface  conique  circonscrite  se  réduirait 
à l’une  dessuivantes  : . ‘ 


/•gçf  , /oD 

Vo*  b‘' 


C* 

foÇ 

c* 


À fila.”' 

-ri.yi 
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Pour  ohtouii'  l’équation  dt;  la  suH’aco  conique  circoiis- 

criu-  au  paraholoïde  elliptique  — + , on  reinar- 

(|uera  que  les  coordonnées  de  la  courbe  de  contact  et  de 
la  génératrice  satisferont  aux  équations 

— ^ -fo£ 

ti‘  b'  c c’  a'  b'  r r' 
on  aura  tlès-lors  , . 


X 1 — ,r  _ ^ — Z 

X ~/o  — r ~ Zo  — 3 

et  par  conséquent 


xJ  . Xo’l 
« > A > 


*!  _ Çjlil  V l'L’  L’  _ V 

b’  c J \a’  b‘  c / \a’  b'  c J' 


Si  au  lieu  du  paraltoloïde  elliptique,  ou  considérait  un 

• ‘V  * y"*  Î U 

paraholoïde  hyperbolique  = — , l’équation  'de 

la  surface  conique  circonscrite  deviendrait  évidemment 


6’  c y va'  A’  cj  \a'  /)'  f } 

t 

Sup|X)sons  enfin  <[ue  l’on  demande  la  surface  conique  cir- 
conscrite à la  surface  représentée  par  rétjuation 

A 

A X '-f-C2*+2 Dr 2-j-  7 R3x-|-7.Fa-r-l-7Gic-i- 2 Uy  + ?. Iz=:  K , 

on  trouvera  que  les  coordonnées  de  la  courbe  de  contact 
et  de  la  génératrice  satisferont  aux  équations 

• 

(A.f  + F»  + E:  G )f  +( F.r  B>  + D:  + H ) » 

-P(Er-J-Dr-|-C2-f  l)Ç  + Gx-f  IIv  q-  I;=tK, 
■ Aj:  Fr  -f-  F3  -f-  (ï  ) j:,.  -f-  ( Fa:  -f-  B>  -f-  D;  -f-  Il  )j„ 

-4-  ( Ex  Dy  + Ci  -f-  I )î„  -}-  Gx  -pli»  -p  I i = K ; 


# • 


Digitized  by  Google 


id^ 


TREWTE-SEI'TIEME  LE<,;ON. 


4^7 

en  partant  de  ces  équations  jointes  à celles  de  la  généra- 
trice, on  trouvera  pour  l’équation  de  la  surface  conique 

A>*  + n,  • -I-  CiJ*  -f  ■+■  aEf I -4-  aEf  » -+-  -it'.f  4-  aH»  -t-  al^  — K 

_(  (A£-EF»+Ej;-f-Q>„4-(Eg-t-B»4-n;+n)rB-^(Ef4-D»-t-C;4-l>o-t-G;-m»-f-I?-K]» 
AjtJ  -f-Ba  ■ -f-Cïî  -HaIJr«*o4-aEioXo  -f-  iExaTo  -t-atîTo-t-aHro-t-  aljo  — K 

21-i.  Proposons-nous  de  faire  passer  une  siu’fac(!  co- 
noïde  par. une  directrice  donnée.  Si  cette  surface  a pour 
axe  l’axe  des  s,  les  coordonnées  J,r;,  ^ de  la  génératrice 
menée  par  le  point (.r  , j',  z)  de  la  directrice,  vérifieront 

les  deux  formules  - = - , ^ = z : donc  si  entre  ces  for- 
. * ^ X 

mules  et  les  écpiations  de  la  directrice  on  élimine  x,j,  z , 
l’équation  résultante  qui  renfermera  seulement  «jC 
, sera  précisément  celle  de  la  surface  conoïde.  . 
f.orsque  la  directrice  est  une  courbe  plane 

' A.r  4-  B,r  -P  Cz  = K , F (x,  /,  i)  =:  o , 
ou  trouve  ‘ I 

' ■ i >1  Ai -f- bt A44-B>r 

X / Ax-pBr  K — C:  K — CÇ’ 

*’  et  par  suite  ’ 

î_Ç, 

» ces  valeurs,  substituées  dans  l’équation  F (.r,  y,  z)  = o, 

' donnent  pour  l’équation  de  la  surfaci;  conoïde 


4 


FS 


K — CÇ  K— CÇ 
AÎ4-B*’  ”Âi+BV 


Dans  le  cas  particulier  où- la  directrice  est  reuferrnée  dans 
un  plan  pcrpeudiciilairc  à l’axe  des  x lU  représentée  pat- 
deux  équations  de  la  forme  x = et,  F(  y,  z)  = o,  l’é- 
quatioii  de  la  surface  conoïde  se  l'éduii  à 


4^8  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Ainsi,  par  l'xcmplo,  si  l’on  prend  pour  direelriee  Tel- 
lipse  ,r  = CI , — ; = 1 , la  surface  couoïde  sera  repré- 


sentée par  l’équation  = i , à laquelle  on  par- 

viendrait aussi  en  prenant  pour  directrice  le  cercle 


h' 


y'  -f-s*  = r>. 


Supposons  maintenant  que  la  surface  conoïde  doive  être 
circonscrite  à unfc  autre  surface  u = o.  Les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  devront 
vérilier  les  équations 

_ du  „ du  _ ilu 

\ • 

tjui , parce  qne  l’on  a - 


SC  réduisent  à 


V— , a' =rC  — a. 


du 


du 


U — O,  X —, P V = O. 

*.  ’ dx  dy 


Cela  |X)sé,  jKjur  obtenir  l’équation  de  la  surface  conoïde 
il  ne  restera  plus  tpi’à  éliminer  s,  entre  les  quatre 

équations 

î «I  „ du  du  . ' 

- = 4 = « = o,  x—-\-y—~o. 

X y dx  dy 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conoïde  doivt; 

être  circonscrite  h l’ellipsoïde 

(jr  — x„)*  . (r— ro)>  , (î  — . 

l’équation  — deviendra  ^ 

xjx—x„)  , y{y—yo)  _ 
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4ay 


ft,  en  venu  de  l’équation ^ 


- (x— x.)+  (jr  — J>„)  = o; 


on  aura  dès-lors 


•?- 


V/  f' 

■r  — ■rn_.r— /o  _(x  — Xo)n 


1 


a * 


**  f ir'- 

w 


-L  _l  i! 
aè  V è’ 

et  par  conséquent 
a'b'^ 


-.dSzab 


^ Telle  est  l’équation  de  la  surface  conoïde  circx)nscritc  à 
rcHipsoïde.  , 

. Si  l’axe  de  la  surface  conoïde  coïncidait  non  phis  avec 
l’axe  des  Z,  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point  donné 
Zo)'  *1®  manière  à former  avec  les  axes  coordonnés 
les  angles  a , ô , y , ,les  coordonnées  Ç , ^ de  la  généra- 
trice menée. par  le  point  z)  de  la  directrice  vérific- 

- raient  les  deux  formules 

( J — x)  cos« -f-  (ï  —y)  cosC  -t-(  Ç — z)  cosy  = O , 

(f  — x)  cos/-f-(>(— /)cosiw-l-(Ç  — z)cosn  =o, 

/,  m,  n désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per- 
pendiculaire au'plan  qui  renfermerait  cette  génératrice  • 
avec  l’axe  de  la  surface  conoïde.  Ces  angles  sont  d’ailleurs 
liés  entre  eux  par  les  deux  équations  , 

cosacos/  -1-  cos?  cos w + cosycosn  = o, 

• (x  X„)cOS/  -f-  (y  — /„)cOSW  -p  (z  Za)cOS«  = o, 
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/j3o 

(les(|uolles  on  lire 

l'os/  l'osni 

(y — j'„)cosy  — (s  — z„)coso  (z  — — (x  — x„)cosy 

COS/J 

~(i— x„}cosC  — (7  — j„)cos«‘ 

Les  deux  équations  do  la  généra  triée  qui  passe  par  le  point 
(x,j,  ü)  de  la  directrice  seront  dès-lors 

• (f  — æ)cos«  -f-  (ij — jr)cosC  -I-  (Ç  — z)cosy^=  o, 

[(r  — r-O^osy’—  (z  — z„)eosC]  (f  — x) 

+ [(=— Z„)C0S*l  — (x  — XoJcOSy]  (l)  — J") 

-P  [(x— x„)eo5Î  — (r  “/o)eos«]  (Ç  — z) 

et  pour  obtenir  réejuatiou  de  la  surface  eonoïde,  il  suÜit 
d’éliminer  X,  s entre  ces  deux  dernières  équations  et 
les  é<piations  de  la  directrice.  On  peut,  dans  la  seconde 
des  équations  de  la  génératrice,  substituer  les  coordonnées 
r,,  ^ aux  coordonnées  x,  y,  z,  ce  ijui  donne 

[(■>  — ro)cOSy  — (Ç  — So)cOsC](f  x)  I 

+ '[(C— ~ — ■^«')‘^”*y](’' — j)  ' = «• 

• [(^  — x„)  cosf  — (i  — .ro)eosa](Ç — z)  I 

Or  de  cette  dernière  formule  réunie  à l’équation 

- (f  x)cOSa'^(<»' — /)cOSÎ  -P  (Ç  zlcosy  = O, 

on  lire 

— X ^ ^ 

(s  — Xo)  — [ ( j — x„)  cos  « -p  (<!  — Xo)  eos  ; -P  (Ç  — z„  } cos  yj  cos  U 
1 — ,r 

~ («!  — ro)—[(f—Xo) <'«&«  + (»  — Jo)cosC  -p{Ç— 3„)coSy]  COS^ 



(Ç  — Zo)  — [(f  — x„)cos*-P(>»  — jrn)eosf-P^  — z„)cüsy]cosy' 

4 

É.orsque  la  directrice  est  [)lane  et  représ»‘nlée  par  les  é«|ua- 
lioiis  .reos?.  -P  j'cosp  -p-'zeosv  = K,  l'"'(.r,  r,  ")  = e». 
ebaeune  tles  fractions  (|ui  pr<'c(‘dent  est  équivalente  au» 


TnENTE-SEl’TlÊMI:  I.EgON. 


lapporl 


f cos  X + l>  cos  /J-+Z  '■“*  ’ — * 


( 4— T„;cos  x+,»— ro)cos/i+{f— Xo)cos»-(.(  Xo)  cos  »+(»— J-oiC08Ç+(J  - I„)  cosylco»  / ’ 

dans  lecpiel  coud  — cnsot  cosX  + t-oso  cos  u + cosÿ/  rosv  , 
et  de  celle  seule  remarqiu-  on  déduil  inimédiatcinent  les 
valeurs  de  x,y,  z,  qui,  substiluées  dans  la  seconder  des 
équalious  F (a: , y,  z)  = o , fournissent  l’équalion  en 
f,  x,  ^ pi'oprc  à représenler  la  surface  eonoïde. 

Si  l’on  prenait  pour  directrice  la  droiUupii  aurait  pour  • 


équation 


X — X, 
cos  A 


■T  — /■  _ 2 
cos^ 


■ Z, 


cosy 


on  ü’ouverait 


((  — Xijcosit  + (»  — Xi)  cos  6 — g')  C"s> 

cos  t 

[(»-r<i'rcos>-(£-Jo)coBC1f?-x,)-t-[(;-Xo;cot»-':|-Xo)cosyX».>'»)-t-I{?-J'n!co«6-f»-roVosy](?-Ji) 
■[(»-/a)cosy-(^-e.)ro8  G3cosx-*-((Ç-ï.}coi  x-(f-Xo>c0ây')co6  ,i/-l-[(f-Xo)cos  é-(s-Xo)«OSK]coST  ‘ 

Telle  est  l’équation  du  paraboloïde  h3rperbolirpie  engen- 
" « . drépar  une  droite  qui  se  meut  en  s’appuyant  sur  les  deux 
droites 


? — x„  _ I) — y O C — Zq 

cos«  eosf  cosy 


■r— -g,  »>— J. 

COSA  COS^ 


cos»  ’ 


et  de  manière  à rester  toujours  perpendiculaire  à la  pre- 
mière de  ces  droites. 

^ » 

Lorsque  la  surface  eonoïde  doit  être  circonscrite  à une 

autre  surface  n = o,  on  peut  prendre  pour  directrice  la 
coiu-be  de  contact  de  ces  deux  surfaces  représentée  elle- 
même  par  les  drnix  équations 

flu  du  du 


d§ 


/ du  du  du  \ 

— x„)cos<t  cos€  -+-(«,■ — ro)**os7  ] ( oos  6h~  <’“S>  j. 


, du 


du 


du 
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4^2 


Celte  dernière  équation  exprime  qii'en  chaque  point  de 
la  courbe  de  contact  la  (génératrice  de  la  surface  conoïde 
et  la  normale  de  la  surface  u = o se  coupent  à angles 
droits. 

215.  Proposons-nous  enfin  de  faire  passer  une  surface 
'de  révolution  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface 
a pour  axe  l’axe  des  z , les  coordonnées  | j y; , ^ du  cercle 
générateur,  passant  par  le  jwint  (^,  J',  z)  de  la  directrice, 
vérifieront  les  deux  formules  -j-r'  = x’  ^ ^ i 

donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  direc- 
trice on  élimine  a:, s,  l’équation  résultante  qui  ren- 
fermera seulement  r,,  ^ sera  précisément  celle  de  la 
surface  cherchée. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  révolution  doive 
être  circonscrite  à ime  autre  surface  représentée  par  l’é- 
quation li  = o.  Alors  on  pourra  prendre  pour  directrice 
la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces,  qui  sera  repré- 
sentée elle-même  par  les  dçux  équations 


a = o, 


Concevons,  pour  fixer  les  idées  que  la  .surface  u = o se 
réduise  à l’ellipsoïde  de  ii'-volution 


(x  — X„)»  ^ (.r—Xoy  = ^ [C«  — (s  — 

l’équation  X Y ~r  ~ o se  réduira  à — = — ; ou 

^ x„ 

aura  , 

• f_  — Z- t-  h + ** 

~ + r; 

X — x„ X — Vo  ^ + »(~ 

~ Xo  ~ ~~  v/7^;-^-r: 

= ± = ±;  - 

y'^l+xl  '' 
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et  par  suito. 
r 


4J3 


k • 


t • 


( [-*  - (Ç 

/*  l . * > • ' ^ •* 


ou,  ce  qui  revient  au  même,' 


> ' 


\ ^ ^.  ' 
Telle  est  l’équation  de  la  surface  de  révolution  qui’,  ayant 
pour  axe  Taxe  des  z , est  circonscrite  à l’ellipsoïde  di&ré- 


\ 


pour 

Volution  donné. 

Si  l’axe  de  la  surface  de  révoluticm  coïncidait  non  plus 
avec  1 axe  des  z,  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point 
_ donné  (x„,  z^,  de  manière  à former  avec  les  axes  cer- 

tains angles  a,  S,  y,'  les  cooidonnées  y;,  ^.du  ccCêlo  '* 
génératcur  passant  par  le  point  (jr,  j,  z)  de  la  dii-ectricc,  ' 

• vérifieraient  les  deux  équations  . : 

je— xfcosa-+-_(^j.)cJs;  + (Ç  — 3)cosy=o, 

cl  la  surface  de  l•<^volutioll  cii(pnscrile  {Knirrail  èlrc  con- 
sidérée comme  ayant  pour  directrice  la  couiIjc  rèprésen- 
lée  par  les  écpaiions 

Kr— ro)cpsf--<l^^co8yi^4^  [f»^s«)?M«--(x-:4^'eÔsyl  Ç' 


- 


' i-  ds  ' 


Ces  applications  snlliseiii  jyour  montivîr  la  marcln'  àsni^re 

dans  < Ua(|uc  cas  pariicuJioi'. 

• > 


T.  i. 


zb 
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ICqiialions^  aini  lifrivt'as  parlU'lIc»  des  surfacos  ongeinJrros  par  le 
' \ t * moiiTcment  de*  lignes.  * 

• « ' ' . * 
*■  .1  • 


2it».  Considérons  d’abord  la  .surface  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  ligne  représentée  .par  les  équations 
e e,  IV  = ij>(c).  Si  l’on  nomrafi  p et  q les  valeurs  des 

dérivécspartielles^  et  ~ que  fournit  l’équation  de  la 

.surface, 'dans  le  cas  où  l’on  regarde  x,  y coinnte  variables 
iiidépcndatitos,  et  z comme  tuie  fonction  de  ces  deux  va- 
riables, on  aura  .-  *■  * , 

dz  = pdx.-{-  i-qdÿ,  * 

et  cette  dernière  équation*  sera  toujours  satisfaite  quand 
les  ct)ordonnées  x,  /,  a varieront  de  manière  que  le 
jjoint  -}  décrive  une  courbe. ’eomprise  dans  la  sur- 

face dont  il  s’agit.  Or  si  la  courbe  en  question  se  confond 
avec  la  génératrice  de  la  surface , 'elle  aura  pour  équation 
V = c-,  w = ç(c),  et  les  ditlérentielles  de  ses  coordonnées 
vérifieront  les  formules 


do  , do  , do 
— dx  + -y  dy  + - di  z=i  O, 
dx  dy  dz 


du'  . dtv  , -dw  , 
ydx-h  -y-dyy-’y  dz  = o: 
dx  dy  dz 


en  faisant,  pour  abréger, 
do  dw  do  dw 


P = 


dy  dz 


dz  dy  ’ 
do  dw 


Q = 


do  dw 


dx  dy 


dz  dx 
do  dw 
dv  dx  ’ 


do  dw  \ 
dx  dz  ’ 
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! , ■ , , jf  dx  dr  '*  <lz 

ml  tirera  de  res  deux  équations  ^ ^ , e\  piusquc 

les  diirérontiellcs  d.v,  dy,  dz  dvivent*  vérifier  l’etpiatkiu 
. dz  =ydx-^pdy , ôn  aura  4^finitivenient 

P/.4i’Q-7^R.  *•  \ 

Telle*  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  de  toutes 
les  surface^  que  peut  représenter  l’équation  iv 
et  qui  sont  engendrées  par  le  mouyement  de  ligne  ^ 
e = Cy  Cette  équation  aux  dérivée^  par-  * 

tielles  ne  renferme  plus  la  fonction  arbitraire  indiquée  ^ 
parla  lettre  mais  sculementlcs  dérivëesjiartiellesde  z,^ 
savoir,  /!  et  q avec  les  quaiitit?s  P,  R,  qui  sont  des 
’’ fonctions  déterminées  des^variablôS  JP, e. 

On  peut  parvenir  directement  à réquationP/i-|-Q</=R, 
en  éliminant  par  une  double  dillérentiation  la  fouctiq/iç). 

En  cllét,  différentiods  l’équation  w = j>(e)  en  regarijant^-' 
tour  à tour  x et  z ou  r et  z comme  seules  variables,  il  ^ 
viendra  ^ • ’ . ' . ^ 


* i 


' 

tM 

dw 

Ap{y)  1 

'dv 

di>  \ 

. 

dx 

^diP 

~ dVy  ' 

dz^y 

t/a* 

dw 

d0  ( / 

fdv 

dv  \ 

^d-J 

~ dv  ' 

dz''} 

En  divisant 

cca'’deiix 

é({u^tious 

l’^e 

par  l’a 

inultipUnnt 

en 

crojjfqxmr  éliqii 
»• 

ineÀ^^,  011 
dp 

>5? 

z-fa 


t.  V 
• ^ 

•a  • 

% 

'W  , 

réquatiolnP^  -p  Q</  = R-  , 

* On  pourrait  eucore.  élabIirxeiti('f'K<jua4ion  r>h  ^iisidé-^  . 
raiitun  point  quelcon<pic  (x^  /,  a j,de  l;t /surface  "i 

et  observant  qile  si  l'on  mène?!  ue  (tdlut' luie  normale  à Iq  • 
surface  et  une  normale  à.  la  génératriefts  Ve»  t^‘iix  drohes^ 
seront  jierpendîNilaiçcs  l’une  à l’au^'e.  En  elli't,  lesecosi- 
-MUS  des  angles  que  formeut  avec  les  axes  la^uoroaale  >ét  la 
langenîo  sont  proportionnels^  d’une  p-fft,  àiix-ciuaiuilëy 
• fiy  q. — I,  de  l’aiitii'ai^  valeurs  de  dy",  dy^  c/c  jirTvy desi 
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t'ifualioiis  (le  laifîéiiéralriee,  et  par  consikjuent  à P,  Q, 
(loue,  pilisquc  le  oosiau*  <lo  t'an^iilc  dcB  deux  dro^lcs  doit 
s’(^vanouir,  ou  aura'  ^ 

, rw*  .*  J*  ^ 

^ -I-  Q(/  — R = O ou  -V  Qy  =»•  H. 

. i''  Exemple  : Concevons  que  l’on  demande  l’éfpiation 

’'*’aux  dérir(5es'parii('Ilcs  d’une  surface  cylindrique.  Si  l’oit 
iiynime  3E,  f , y les  angles  formés  par  la  géin-ralrtce  avec 
les  axef,  ses  équations  serofit 


%- 


cos  « 


1 on  en  tirera 

m * 

» < 


(ix 


/o  — Sn 

cosy 
dz 


cesC 

dy 


cqiM 


de  sorÆ  (]K  l’jéqu  atîx  dérivées  partielles  jles  sur- 
fac(ls  (^liTiurtqueï  sera*  v ^ ■ 

' '■  ' '*  ''  r «4  .k«  ' ' ♦ - 

, cosy  «^«cosa  -(-  t/cQs  S. 

V •*  ' _ , _ i'  ^ 

f Pour  l’élabliC'diréctemcnl  il  suffirai l d’exprimer  que  la 
^ normale  menée  par  un  ixiiiit  quelconque  d’une  surface 
’ (cylindrique,  forme  un ,angle  droit  avec  l’une  quelconque» 
dcs'géirfratrices  de  la  surface. 

a™'  Exemple  : Ou  demande  l’écpiation  aux  dérivées* 
partielles  d’une  surface  (çoniqUe’.  En  appelant  ,r„, 
lés  coordonnées  du  sommet , les  équations  de  la  généra- 
trice seront  encore 


cdSc  * COS  y ' 


■t  V 


d’oii  l’on  lire 


r©s  et  coa$ 


dx 


ros^ 


cas  y 
dz 


ex,  par  suite. 

•*  /îîH  , ^ . 

. U- 


cos  U ros  Ê cos  y 
= 


dz 
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lV<[iialiou  aux  dérivées  particll(‘.s  sera  Jour  , 

• ^ Z — — J-o)  4- 7(r  — JoK  • ' ^ 

Onl’établirait  directement  efi  exprimaiil,  que  le  plan  tan- 
gent h la  surlaee  conique  passe  toiliours  par,K;^^miet. 
Kn  edet,  si  l’on  nbm'me  ^ les  coordonnées  courantes 
du'plan  tangent  mené  à la  surface  par  le  point  (x,y,  s), 
son  Quation  sera ' s'  . 

' . Z — Z = p(x  — -4  — 'l)l 

et  si  ce  plan  doit  renfermer  cpustainmenl  le  |H)tiu 
( no  Jo*  =o)»  on  devra  avoir  ’ • , 

V 

,?  i — z„  = p{x — Xo)  -+■  </{T—ro)- 
Dans  le  cas  particulier  où  le  soimnet  de  la  surface 
conique  coïncide  avec  l’origine  des  coordonnées,  l’éipia- 
tion  aux  dérivées  pa^'tielles  de  cette  surface  s(‘  rédliil 
3 2=  px  -I-  ^j^.^Cette  deriiière  ctpiation  est  celle  ([iie 
fournit  le  théorème  des  fonctions  hoinogèiK's  <lans  le^cas 
où  l’on  suppose  que  la  fonction  desypriabics  .r,  y,  dési- 
gnée par  s , est  homogène  et  du  premier  degré* 

3“'  Exeiuple.  On  demande  l’équation  aux  dérivées 
partielles  d’une  surface  conoïde.  Si  cette  surface  a pour 
axe  l’axe  des  2,,  la  génératrice  sera  ropréseiilée  pat  h‘s 


équations  ' 


dx^ 


2 = y(c),  d’où  l’on  tire 

, (/z  =Z  O, 


dr 

V 


et  l’on  conclura  de  ces  dernièi'Cs  ipie  ré(|uatioii  aux  déri- 
vées partielles  de  la  surface  conoïde  est -|- = o> 
Cette  éijuation  «J^t  précisément  celle  qui  exprime  une 
^ l’ordonnée  2 est  une  fonctiou  homc^ène  tt  du  degré  o des 
variables  .r,  y.  On  pont  rétablir  encore  en  reniarqiiant 
que  si  par  le.  point  (x,  V,  c)  ou  mène  tiii  plan  tangent  à la  ' 
. surface  conoïde,  ce  plati  rj'nfcrmera  la  génératrice  tout 


V 
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entière,  et,  par  conséquent,  le  point  d’intersection  de  la 
génératrice; 'avec  l’axe,  c’est-à-dire  le  point  tpti  snr  cet 
atifc  répond  à l’ordonnée  z.  E)u  ell’et,  si  dans  l’équation  du 

plan  ^ — K~Pi^  — $c)  + Ç{y  ““  ’’)>  P®*® 

f=o,  >1  = 0,  l'  = Z,  on  trouvé  jjx  + qy  — o. 

Supposons  maintenant  que  l’axe  de  la  surface  conoïde 
coïneide  avec  une  droite  menée  par  hi-point  (jTq,  z„), 

^ de  manière  à former  avec  les^  axes  les  angles  a,  6,  /•,1a 
génératrice  pourra  être  représentée  par  les  équations 

{x—xy)f:oi&l  -f-  [y — _^„)cosm  V {z  — Zojcosn  = c, 

^ *• 

« , XCOSji  -t-  /cosC*-t-  ZCOSy  = ?>(c), 

* . . A* . 

qui  donneront  par  la  dirtérentiation 

I n 

• cosndbr  -(-  cozCdy  cosydz  = o,  * 

‘ yosldx  cozmdy  -h  cositdz  = o , 

* l«s  ■cosinus  de/ angles  /,  «t,  n étant  d’ailleurs  déterminés 
par  les  érpiations  * ’ 

- cos/  cosm”. 

{y — yo)cosy  — (z — z„)cosC  (z  — Zo)cos« — (x  — x„)cosy 

cos« ~ 

* ' (x  — X o 5cos  C > — ( y — yo)  cosït 


on  en  conclut 

, \{y  — y» ) y — (z  — z„  ) cosff j rfx  \ 

*«•  “•"[(* — Zo)cos«  — (x — x„)coSy]rf/  l ==  o; 

et  en  substituant  pour  dz  sa  valeur  dz  5=  pdx  + tfdy, 

f ' (coin -i~  P cjosC)  dx -h  (cosô  y- q côsy)  dy  = Of 

((y— Xo)“>»y— (z— Zo)cos6-(-rt(* — x„)co»C  — (r— j'8)coc<t]}  dz  * 

, -f-  {(*  — *0)  co»i  — (x— Xo)cosy-I~/[(T— x^)cob6— (^— Xo)c«»K]}‘<r='*i 

si  mainlena’ht  l’on  élimine  r/.i;  et  ily  entre  ces  deux  éejua- 
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lions,  on  trouvi-ra  pour  l’ocjuaiion^aux  dérivée#  jfaitH'nt's 
de  la  surface  conoïde 

* 

(x  — To)co8» [z  — ^^5„)cOsÇ  +/>[(■«•  — Xa)  fOS  Z — (_>  — ^Jo)<'<>S  « 

cos«  -I-  P çhsy  ' 

(z— Zojcosa — (.c— Jo)cosy-f-y  [(x—  x„)  coS  »—(/—/„)  C(J6tfcl 

< COS  D 


■ «y  cosv 


On  peu!  présenter  eclte  équation  sous  une  forme  plus 

snnple;  pour  eela  éIiminon#^4z,  i"  entre  les  équations 
% 

A 

J _•  ooictfix  + cosidy  + co^rfz  = o, 
coildx  -I-  cosmdy  ■(-  cosndz  - o; 

m 

entre  les  é<{uatioiis  *•  * . . 

dz  = pdx  4-  <[dy  et  coildx  -^coundy  -(-  cmndz  = o; 
nous  trouverons  de  cetl«  manière 


cos<ic(M/>  — cosy  cos/ 
cos/  + pcosn 


cosCcos//  — cosyrtos/H 

• . 

cosm  -b  Y cos« 


[)eq>lus,  en  ayant  égard  aux  ét{uations 
• •« 

cos  «cos/  -H,  cos"?  cos  ni  cosy  cos/i  = o, 

(x  — Xo)  cos/  -(-  (^ Vq)  COS//1  4-*(î  — {o)cOS/<  o , 

“■et  égalant*  chacune  de  i^t;s  fractions  à la  fraciKjii  <pie 
l’on  obtient  quand  après  avoir  multiplié  haut  et  bas  les 
denx  termes  de  la  première  par  cos«,  et  les  deux  tqrmes 
^ de  la  «cconde  par  cosf,  ouïes  dèux.lermes de  ja  première 
par  X — les  deux  termes  de  la  seconde  pai’.y  — 

, , on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  k somme  des 

déuominate\^rs,  ou  trouvera  ^ « ’ ■* 

cosft  cos/a  — coSy  cos/  * cosC  cosn  — cosycosa/i  cos'a  cos*C  -4-  C»>s’y 

cosm  -t-  Y cos«^  pcostt  -+■  f/cosQ — cosy 


cos/,+  /icosn 


_ (x  — x„)cos«  4-(j* — ,r?.  ) rns  ô 4-  (s  — z„)  ros  y 
~ , p{x  — x„)  ti^  y—y„)  — {z— z„)  ’ 
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p{x-x'^-¥q{X—y„)  — {z  — z^)  ^ ’• 

=(/>co9«-t-gcosC-cosy)[(4?-jr„)cos«-t-(j-/<,)cosf-(-(z-Zo)eosy]. 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l’équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  surface  conoïde.  Pour  établir 
directement  celte  équation,  il  suffira  de, projeter  la 
distance  du  point  (.Toï^oj  -^è)*  point  z),  sur 

l'axe  de  la  surface  copoïde  -,  sur  la  normale  menée  à la 
surface  par  point  (x,j-,  .s),  et  d,’ observer  que  la  seconde 
' projection  devant  être  égale  en  longueur  à la  perpendicu- 
lai  re  abaissée  du  ]x>int  (Xq,  •®o)  sur  plan  tangent, 
a nécessairement  pour  mesure  le  produit  de  la  première 
projection  par  b;  ^sinusde  l’angle  aigu  compris  entre  la 
normale  et  l’axe.  , * 

4"”’  Excniplt\  On  demande  féquation  aux  dérivées 
partielles  4’une  surfact^  de  révolution.  Si  eette  surface  a 
pour  axe  l’axe  des  4,,  le  cercle  générateur  sera  représenté 
par  le*  équations  x’  y*.=  c,  c = ij/(c),  dkn'i  l’ojj 
tirera 


xfix  -+-  ydy  ~ o. 


dz  = O. 


Ces  étjual  ions,  combinées  avec  l’équation  dz—p(ix-\-qtly, 
donneront  - = On  arriveilrii  à la  même  conclusion 

XJ'  * . . . 

en  observant  <|ue,  tlans  l’hypothèse  admise,  la  normale 
menée  à la  surface  |>ar  un  point  qm'Ioonque  (x,  y.  z),  doit 
toujours  rencontrer  l’axe  des  z,  et  qu’en  conséquence , la 
projection  delà  normale  sur  le  plan  X)^  doit  passer  par  , 
l’origine.  En  efl’et,  si  l’on  nomme  |,  r,,  ^ les,coordonnéfes  ) 
courantes  de  la  normale,  cette  droite  sera ’repré.sentée ' 
par  la  formule  * 
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et  pour  que  sa  projection  sur  le  plan  passe  par  l’oi-i- 
gine,  il  suffira  que  scs  équations  soiétxt  vérifiées  quand  on 
y fera  | = o,  n = o,  ce  qui  donne  '■  ■ 


P 7 
ou  - = 

X y 


î = ^ 

>>  q' 

Supposons  maintenant  que  l’axe  de  révolution  coïncide 
avec  une  droite  menée  par  le  point 
nière  à former  avec  les  axes  les  angles  or,  S,  y,  le  cercle 
‘générateur  aura  pour  équations 

' X cos» -f- y cosC'-t- zcosy  = t', 

/ •(•r  — oTo)’ H- (r  — ro)’ + (ï  — ïo)*  = 

d’où  l'on,  tire  ' *.*  ' 

(x  — x„)</x -f- ( 4- (a  2„)rf2  O , 

OMndx  cos#dy  “t”  cosyrfs  =0, 

et  par  suite  * 

* , * ’ ' • 
dx  *■  dy 

( / — ^„)cosy — (a — 2o)roso  (a  — i„)cos<«  — (x  — Xo)cosy 

(ia  . _ 

^ ~ (x  — x„)cosC  — (j^— y-o)cos»’ 

combinées  avec  l’équation  dz  = pdx  -4-  qdy,  ces  der- 
nières équations  donneront  , 

/>[(/— y'o)cosy— (a — ro)cosC]  -4-</[{î  — a„)cos«  — (x— x„)rosy] 
' ’ ’ . =(x— x„)cosC— (/— /„)cos«. 

Telle  est  Péquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolution.  On 'pourrait  encore  établir  cette  éc[ua- 
tion  en  exprimant  que  la  normale  menée  à une  semblable 
surface  par  un  point  quelconque  (x,y,  z),  Venconti-e  tou- 
jours l’axe  de  révolution.  En  cflét,  si  l’on  nomme 
les  coordonnées  conrantes  de  cet  axe,  on  aura 

K — x„  _ n — r„  _ C — ap 
ros«  rosî  cos  y 
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> • 
D'ailleursjHJurqucla  noAnalorenconlre  l’axe,  it  faut  qu'un  ^ 

môme  système  de  valtfUrs  de  $,  >!,  Ç satisfasse  à oes  équ^ons  -, 
et  ftux  é(]ualidns  de  la  nymalc^-  . ^ ». 

ôr^  si  r<m  substitue  dans  les  d(}Uations  du'raxe  les  valeui-s 
de  I et  de  K , tirées  des  équations'  de  la  normale,  ou  trou- 
vera -*  V'  ^ * * 

(j— •tq)— />(?  — z) _ y— Z ^ ^ 

\ COS^  V. 

— COiC  — y cos  «)* 


OOSa  COSte  . 

Jq)(çosC  + 7cosy)  — 


ce  qui  exige  que  l’on  ait 


rNr^ 


\(x  — x„)1(cosff-t-?cos'^— (jf  — 


-T- (:ii — Zo)(/>cosî  — qcosi)='o.  ^ 

2i7.  Si  l’on  faisait  mouvoir  dans  l'espace,  non  plus  la 
ligne  que' déterminent  les  équations  e = c,  iv  =t,^a), 
mais  celles  que  déterminent  les  formules 

f{x,y, Z,  c,  p{c),x (c)", 4- (r),. • *1=  f ‘‘>'P *(c)-  • •]  = <>» 

la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligpe 
pourrait  encore  être  représentée'  par  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  renfermeraient 
pas  les  fonctions  arbitraires  f,  ifj^^'tc. . Seulement  ces 
équatiqns  aux  dérivées  partielles  seraient  en  général  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  Ajoqtons  qiie  pom’  les  obtenir 
•il  suffit,  dans  les  deux  équations  de  la  génératrice,  de  con- 
sidérer Z et  c comme  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes X,  jr^  puis  d’éliminer  les  quantités'  ' ^ 

de  de  d*c  ' d‘c  < rfV  ■ •* 

’ (ir  ’ n[r  ’ dx^  ’ dxdy  ’ rf_y’  * • • • 

(p(c),  p'{c),  (P''(c), xlf:),  ;«'(<•)■,  

entre  CCS  équations  et  celles  qu’oii  en  dodnit  par  des  didë-  . 
renliations  jelaiives,  soit  à la  variable  .r,  soit  à la  varia- 


r 
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ble^,  en  suivant  hi  marchç  <|iie  nous  avons  iilHic[aée  dans  ^ 
ladix-ncuvièmc  leçon.  On  en  conclura,  i”  que  si  les  équa-' 
lions  de  la  génératrice  rcnferme^uiic  seule  (onction  arbi- 
traire ç(c)^  l'élimination  conduira  à une  seule  équation 

J aux  dérivées  partifelles  du  premiéi^ordrc  ; a”  que  si  les 

^;équation»lde  la  génératrice  renferment  deux  fonctions  ar- 
bitraires çp(c),  x(e),  l'élimination  produira  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre;  3”  que 
si  les  équations  de  la  génératrice  renferment  trt)is  fonc- 
lions  arbitraires  If  (c),  ^([(c),  <|/(c),  réliminalion  conduira 
à trois  équations  aux -dérivées  particlbis  du  cinquième 
ordre  ; 4“  que  dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  -/(c) , (|j(c) 
seront  les. dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction 
^(c),  l'élimination  produira  une  seule  équation  aux  déri- 
vées partieUes  du  saraUd  ordrq,  entre  les  variables  ar,  j-,  z, 
de  sorte  que  la  sUrlace  décrite  par  ia  génératrice  sera  re- 
présentée par  tme  équation  aux  dérivées  partielles  du  sc-. 
eond  ordre,  qui  ne  renfermera  plus  la  fonction  y ni  ses 
dérivas.  Parmi  les  surfaces  descelle  nature,  on  peut  re- 
marquer celles  qui  auront  pour  génératrice  la  normale 
principale  d’une  courbe  à double  courbure  dont  les  équa- 
tions-seraient  de  la  forme 

/(.r)  désignant  une  fonction  donnée,  et  une  fonc- 
tion arbitraire.  ^ .. 

^8.  l'i  .‘Considérons  la siu'face  développable 

qui  aurait  pour  géucrotricc  les  diverses  langeutes  que  l’on 
peut  mener  à une  courbe  à double  eourbure.  Si  l’on  re- 
présente par  ^ 

^la  courbe  dont  il  s’agit,  la  droite  qui  louchera  cette 
courbe  au  point  dont  les  coordonnées  seront 


z=c,  x = ^(c), 


■zi'O, 
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p)urra  être  représentée  par  l’équation  •>  ' ^ 

y—xjf)  *_ 

' Pour  obtenir  l’équation  Gnic  de  la  surface  développabb- 
engendrée  par  cette  tangente,  il  faudra  éliminer  centre 
ces  deux  équations,  mais  cette  élimination  ne  pourra  être  ^ 
effectuée  qu’après  la  détermination  des  fonctions  arbi- 
traires ç (c),  desquelles  dépend  la  considération  de 
la  surface.  ' * 

Soient  maintenant />,  «7,  r,  s,^t  les  valeurs  des  dérivées 

. ,,  dz  dz  d‘‘z  rf’a  rf*2  . . . , 

partielles  —,  —,  —,  que  fournirait  1 équa- 

tion de  la  sui-facc  développable  dilférentiée  deux  fois  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  x,^y\  la  formule 
dz  = pdx  -I-  qdj  devra  êti’e  vérifiée  par  les  valeurs  de 
dx,  dy,  dz,  tirées  des  équjitkins  de  la  taugente^à  la  courbe 
donnée;  or  comme  ou  tire  de  ces  équations  / 

dx  dy  

* P' {e)~  ' . . V ■ , 

' ou,  puisque  y' (c),  sont  proportionnels  h ^ 

dx  dy  dz 


on  trouvera  délînilivcmeni  • ’ ' 

p<f'{c)-y,i^{c)=  I,  2 — c=p[x— .Ip(c)]  ■A-q[y—x{>^)\  . 

Cette  dernière  équation  appartiendra  donc  aussi  à la  sur- 
face développable  , si  l’on  y regarde  c comme  une  quan- 
tité variable  déterminée  par  l'équation  * 

PP' {c)  -y  x' 

Or  dans  ce  cas  si  l’on  différenlie  l’équation 

z — c==p[x  — <p(c)]-hfi[x~-xi<^)\> 

i"par  rapport  îi  x,  2"  par  rapport  à r,  les  coellicieiUs  de 
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— ou  de  ^ seront  égaux  daus  les  deux  membres,  cl  l’on 
ttx  „ rfr 

aura  par  suite 

o=:/-[x  — — ;k(c)],  o =:.j[x— Btr)]4-/[r  — j;(c)], 
puis  l’on  concluraf  (tu  éliminant  la  quantité  c, 

V rt  zx:  s’. 

Ainsi,  quoitpie  les  équations  de  la  génératrice  d’une  sur-^ 
l'ace  développable  renferment  deux  fonctions  arbitraires, 
et  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  cette  surface  peut  être 
représentée  par  une  équation  aux  dérivées  particUes  qui 
ne  renferme  plus  de  fonctions  arbitraires  , et  qui  soit  du 
second  ordre  seulement.^  _ 

7^"  Exemple  : De  la.  surface  gauche  engendrée  par  une 

di'oite  qui  glisse  sur  deux  directrices  quelconques 

, ^ * 

f'C*.r.ï)  = oj/('^>r.2)  = o et  F,{x,/,j)  = o,/,(x,/,3)  =o, 

en  restant  constamment  parallèle  à mi  plan  lixe. . 

Nous  prendrons  le  plan  directeur  pour  plan  xy.  Dès- 
lors  , jJOur  construire  la  surface  il  suffira  de  couper  les 
deux  directrices  pâr  divers  plans^  horizontaux  cl  de  join- 
dre les  points  de  section  par  des  droites.  La  surface  sera 
gauche  en  général,  c’est-à-dire  que 'deux  positions  consé7 
cuüvcs  dé  la  géuératrice'nc  seront  pas  dans  le  même  plan. 
Les  équations  de  la  génératrice  seront  d’ailleurs  do  la 
forme  y = ax  z = y.  Pour  que  cette  .droite  s’ap- 

puie constamment  sur  les  deux  direcU’iccs  données , il  faut 
de  plus  exprimer  que  les  quatre  é<|uations  «' 

jr  — *t4-C,  Z = 7,  F(x,/,  a)  = o,  /(x,/,  z)=o, 
d'une  part , et  de  l’autre  les  quatre  équations 
jr— F.(x, /,  z)~  O,  /,(x,  y,  z)  =o, 

I • « 

sont  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  z.  En  éli- 
minant X , y^  Z entre  chacun  de  ces  deux  systèmes  de 
((uatre  équations,  on  arrivera  à deux  équations  de  condi- 


\ • . 
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lion  enli'e  «,  ê,  y,  ([u’oii  pf'Ul  inottrcsoas  ia  forme 
* = '♦(«),  y = ;s(a). 

Si  l'on  élimine  a,  S,^  entre  ces  dernières  équations  et 
celles  de  la  génératrice,  on  aura  pour  l'équation  générale 
des  surfaces  de  cette  espèce , 

y z=  x<p{z),-h  ■ - 

» Pour  obtenir  l’équation  aux  dérivées  partielles  indé- 
pendantes des  fonctions  ç et  dlfférenrions  successive- 
ment par  rapport  à x c'i  aj,  il  viendra 

d’où  l'on  conclut,  en  divisant,  ^ ^ ç(s)-  Comme  3 est 

arrivé  ici  que  les  fonctions  ij<',  4?  4*  disparu  à la  fois, 
il  suffi  ra  de  descendre  jusqu’au  second  ordre  pour  élimi- 
ner celle  qtii  reste.  Si,  doue  en  adoptant  les  notations  ha- 

,,  il^z  d’z  d' Z ,,, 

biluclles  ---  = r,  = s,  — = t,  on dillercnlie  1 e- 

> (ir*  dxdjr  . dy*  ^ 

quation  du  premier  ordre  successivement  par  rapport  à x 

et  d y,  il  viendra  ^ 

- 

7’ 

puis,  en  divisant  ces  deux  résultats  l’uu  par  l’autre,  on  ob-  • 
tiendra  pour  l'équation  commone  h toutes  les  surfaces  do 
ce  genre,  », 

7 *r  — y. P qs  -t-  = O. 

Pjxîiions  pour  exemple  la  surface  engendrée  par  une  di-oi  te 
mobile  qui,  demeurant  horizontale,  s'appuie  conslamment 
snr  l’elHpse  et  sur  le  cercle  représentés  par  les  équaliiins 

,r  = h,  x=A,  jr’  + ï*  = c 

0 * c* 

Sir  on  eoinbiiu;  les  équations  de  la  génératrice 


' <P' - = — f'  (8)y  ; 


y =z  ax 


Z z=  y. 
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avec  celles  îles  deux  directrices , on  obtiendra  les  deux 
relations  •'  ■« 

ah  + Q y* 


' = I , («A  -t-  -t-  y'  = C> 


' c» 

» * 

cl  il  s’agira  d’éliminer  a , 6,  y,  entre  les  quatre  dernières 
équations.  ' v. 

Or  si  d’abord  on  éliraitie  a,  y,  il  vient  ^ 

5(A — a:)-|- /=*  V/c*  — Z',  C(.A  — x)  + — ï>, 

d’où  il  résulte,  eu  éliminant  S entre  celles-ci, 

^ (h  —x)(jr  — V^c’  — z>)=  (A  — x)  r^  — * l/c’  — 

Cela  posé , si  l’on  conserve  le  même  signe  aux  radicaux 
<lans'  lcs  deux  membres , ce  sera  exprimer  que  la  droite 
mobile  glisse  sur  les  deux  courbes  en  passant  toujours  par 
deux  points  situés  d’un  ntème  côté  du*  plan  sx,  car  ces 
radicaux  sont  les  valeurs  de  l’ordonnée  j-  dans  les  deux 
courbes;  alors  rétfuatiou  de  la  siu'face  se  réduit  à 

(A  — A ) cy  = [(A  — c)  X c/t  — AA]  V/ë^- — B ’ 

;Cl  représente  im  conoïdedont  toutes  les  génératrices  vont 
percer  le  plan  rx  an  dgs  points  situés  sur  une  même  ver- 
ticale placée  cn-.dehm-s  des  deux*Çourbes , -et  que  l’on  ob- 
tiendrait par  roÀséqttcnt  en  faisant  gliéSer  la  génératrice 
■^ur  cette  verticale  et  sur  l’ellipag. 

Lorsqu'on  adoptera  des  sigrfès  diH'éiscnts  pour  1(4  radi- 
caux dans  l’équation  de  la  surface  , elle  conduira  à un  co- 
■j  noïde  andktgnc,  maisdont  l’axeaera  entre  lesdeiix courbes. 
■-  ]>arce  qu’alors  on  exptînicia  que  la  génératrice  traverse 
le  plan  xx  enti^  les' deux  points  où  elle  .s’appuie  sur  la 
directrice.  • '•.* 

Si  avant  d'éliminer  c ou  n’avait  pas  résolu  les  deux 
équations  qui  contenaient  celle  indéterminée,  on  serait 
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tombé  sur  une  équation  du  liuitièinu  degré  qu’il  aurait 
» fallu  décomposer  en  deux  facteurs  pour  y reconnaître  les 
deux  surfaces  distinctes  que  nous  .venons  de  signaler. 

219.  Cherchons  encore  l’éqûation  de  la  surface  gauche 
engendrée  par  une  droite  assujétie  à glisser  sur  trois  di- 
i-ectrices  quelconques-  Les  équations  de  la  génératrice  se- 
ront de  la  forme  * 

-r  = 3Z-t-y,  = 

et  il  faudra  y joindre  les  conditions  propres  à exprimer 
que  celle  droite  a toujours  un  point  de  commun  aveccha- 
cime  des  directrices,  ce  qui  fournira  entre  «,  6,  d,  y trois 
relations  de  la  forme 

»■=  ? («) . V («) . . 4(“)» 

puis  il  resterait  à éliminer  «,  6,  y,  d entre  les  cinq  équa- 
tions précédentes.  Or  si  d’abord  on  substitue  pour  ê,‘y,  d, 
leurs  valeurs , il  vient  - ^ 

j:  = *3 -H  >:  («) , y — Z P (a)  -h  4- (<^)  i 
et  quant  .à  a,  on  ne  peut  l’éUmincr  sans  déterminer  la 
forme  des  fonctions,  c’est-à-dire  sans  particulariser  les 
directrices,  de  sorte  que  pour  conserver  au  résultat  toute 
sa  généralité,  il  faut  garderie  système  des  deux  équations 
qui  précèdimt  en  considérant  x comme  une  indéterminée 
qu’on  devra  éliminer  plus  tard,  quaud  la  forme  des  fonc- 
tions aura  été  6x(^.  Si  l’on  voulait  obtenir  l’équation  aux 
dérivées  partielles  indépendantes  des  directrices,  il  fau- 
drait, en  dilléreniiant  les  deux  équations 

,rr=ffz-t-zWi  r = 

se  procurer,  assez,  d’équations  pour  pouvoir  éliminer  la 
quantité  a et  les  fonctions  <j) , ainsi  tpie  leurs  déri- 

vées. On  y parviendrait  ici  en  descendant  seulement  jus- 
qu’au lioisièine  ordre. 
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untions  finies  dès 


lignoft  ei  surfaces  enveloppes. 


22().  Considérons  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xy 
et  dont  l’équation 

U = O 

l'cnferme  avec  les  coordonnées  x,y  un  paramètre  varia- 
ble a,  en  sorte  qu'on  ait 

U =/(x,  y,  a). 

Si  l’on  donne  successivement  à a une  infinité  de  valeurs 
differentes,  l’équation 

jr,  a)  = O 

représentera  l’une  après  l’autre  une  infinité  de  courbes 
enveloppées  par  une  conrbe  unique  dont  il  s’agit  de  trou- 
ver l’équation.  Pour  y parvenir,  j’observe  d’abord  que 
si  l'élimination  de  a entre  les  deux  équations 

/(x,y,a)  — o,  /(jc,  y,  fl -h  »)=  O, 

produit  la  suivante 

x(j^,  y,  <*)  = o, 

cette  dernière  formule  résultera  aussi  de  l’élimination  de 

r.  I.  21) 
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U entre  les  deux  équations 

/(x,  /,«—«)=  O,  f{x,y,a)=o, 

et  qu’en  conséquence  la  courbe  représentée  par  la  l'or- 
niule  x{x,,  y,  a)  = O renfermera  les  points  d’iutersectiou  . 
de  la  courbe  représentée  par  l’équation  /(x,  jr,  a)  = o 
avec  celles  que  représentent  les  formules 

f{x,  y,  a— cl)  = o,  f{x,y,a-^a)xxo. 

Les  points  d’intersection  dont  il  s’agit  étant  évidemment 
très  rapprochés  l’im  de  l’autre  lorsque  a est  très  petit , si 
dans  l’équation  />  “)  = ° on  fait  a = o,  on  obtien- 
dra une  nouvelle  équation  de  la  forme 


r)= 

tjui  représentera  une  courbe  tangente  à toutes  celles  qui 
répondent  à la  formule  f(x,y,  a)  = o,  et  qu’on  appelle 
la  ligne  d’enveloppe  de  toutes  ces  courbes.  Il  resteà  former 
l’équation  ip(x,j')  — o.  Or  si  l’on  désigne  par  eun  nombre 
qui  soit  très  petit  avec  a,  on  pourra  évidemment  donner 
aux  équations  f(x,  y,  fl)  = o,  /(x,  j,  a -f-«)  = o , la 
forme  suivante  : 

fdu 

, „ = o, 

ün  peut  en  conclure  que,  pour  obtenir  la  formule 


x{x,y,  <t)  = o , 

il  suffira  d’éliminer  a entre  les  deux  équations 


« = o, 


O. 


Si  dans  ces  dernières  on  fait  a = o,  et  par  suite  e — o, 
elles  deviendront 

du 
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■<;t  l'climination  de  a pi'oduira  l’équation  de  la  courbe  en 
veloppaiite. 

Au  reste,  on  peut  s’assurer  directement  «pie  les  deux 
coui'bes  représentées  par  l'éfpiation  u = a , i”  cjuaiid  on 
suppose  a constant,  2"«piand  on  prend  pour  a une  fonc- 
tion de  X et  déterminée  parla  formule 


du  • 


se  touchent  dans  tous  les  points  qui  leur  sont  communs. 

En  effet,  pour  tous  ces  points  les  valeurs  de  ^tirées  des 

éfjuatioiis  des  deux  courbes  sont  évidemment  les  mêmes  et 

, , du  du  dy 

sont  données  par  ime  même  etmation  -7-  = o. 

* dx  dy  dx 

• 

Applications . Si  à la  courbe  qui  a pour  équation 

y =z  9 (x),  • 


on  mène  par  le  point  dont  l’abscisse  est  x,  une  tangente 
et  une  normale,  les  équations  de  ces  deux  droites  seront 
respectivement 

, _ ^ (x)  — (e  — x)  ip'  (x)  = U , 
f — X -H  [«r  — p(x)]  p'  (x)  = O . 

Par  suite  la  tangente  et  la  uormale  qui  répondent  au  point 
dont  l’abscisse  est  a seront  représentées  par  les  deux 
écfuations 

y—ip  (a)  — (f  — n)p'(a)  = o, 
f — (7  4- [j— p(a1]p'(«)  = O. 

Si  entre  la  première  de  ces  éfpiatious  et  sa  dérivée  j)rise 
par  rapport  à «,  savoir,  * • 

f — <1  = 0,  t 

29- 
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on  élimine  la  constante  a,  on  obtiendra  la  formule 
« — ^ (f  1 = O , 

<(ui  représeulc,  comme  on  devait  s’y  attendre,  la  courbe 
proposée.  Au  contrai  re,  si  entre  l’équation 

f — « 4-  [.V  — ip{n)]<p'{a)  = O 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à a,  savoir, 

[.y  — 0{t>)]  If" a — [\  -+-(«' 'fl)’]  = O,' 

on  élimine  la  constante  o,  on  obtiendra  l’é<|aation  non 
plus  de  la  courbe  proposée , mais  de  sa  développée. 

!'■■■  Exemple  : Si  par  le  point  dont  l’abscisse  est  a,  on 
mène  une  tangente  au  cercle  l'cprésenté  par  la  formule 

‘4  * 

l’équation  de  cette  tangente  sera 

ax  + y \/f  ’ — fl  ’ = f ’• 

Si  l'on  élimine  a entre  celte  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à a,  savoir, 


on  trouvera  l’équation  du  cercle. 

2"''  Exemple.  Trouver  l’enveloppe  des  ellipses  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 


quand  on  suppose  n -+-/>=  K. 

Solution.  Si  l’on  différentie  l’équation  par  rapport  à la 
((uantité  o,  en  regaidant  b comme  fonction  de  a,  on  aura 

X*  ' r ’ 

- rfo  4-  — z=  O. 
a’ 
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U’ailleui's  a -f-  6 = R donne  da  -H  db  =.  o.  Donc 


63* 


/ _ 


I 

K* 


donc 


X 

K’ 


ZI 

P 


-=i  “ ur-(0=- 

221 . Considérons  la  surface  représentée  par  rér|iiation 
J(x,  y,  Z,  a)  =^o, 

qui  renferme  avec  les  coordonnées  x ,y,  z,  la  constante 
arbitraire  a.  Si  l’on  fait  varier  cette  constante,  la  surface 
dont  il  s’agit  changera  de  position,  souvent  même  de 
forme,  et  traversera  un  espace  terminé  par  une  seconde 
surface  qui  touchera  sans  cesse  la  surface  mobile.  Cette 
seconde  surface  est  ce  qu’on  nomme  la  surface  cnvidniipe^ 
tandis  que  les  diverses  surfaces  représentées  par  l’é(pui- 
tion  y (x,  z,  n)  = o et  correspondantes  aujc  diverses 
valeurs  de  la  constante  a,  sont  ce  qu'on  appelle  les  en- 
ucloppées. 

Si  dans  l’équation  z , a)  = o on  attribue  suc- 

cessivement à la  constante  arbitraire  trois  valeurs  diÜé- 
rentes,  mais  très  rappi'ochées , par  exemple 

> a — t,  a,  a 4-  _ 

\ 

a désignant  une  quantité  infiniment  petite,  on  obtien- 
dra trois  enveloppées  très  voisines,  et  celle  du  milieu 
coiqvera  les  deux  autres  suivant  deux  courbes  comprises 
dans  une  môme  surface,  dont  l’équation  sera  produite 
par  l’élimination  de  la  constante  a entre  les  deux  formules 

A^>  y,  "j  = «7  /(-T,  y,  Z,  « -f-  «)  = o. 

Eu  eil'et,  soit"  . ^ 

;ç(x,  I-,  J,  <»)  z=  o 
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l’équation  dont  il  s'agit.  La  même  équation  résultera  en- 
core de  rélimination  de  a entre  les  deux  formules 

/(x,x,  Z,  a~x)=o,  /(j:, J,  Z,  a)  — O. 

Si  l’on  fait  converger  a vers'la  limite  zéro,  les  deux 
surfaces  se  rapprocheront  de  plus  en  plus , et  la  surface 
représcnU-e  par  l’é<[uation  z , x)  = o finira  par 

devenir  tangente,  quelque  soitn,  à l’enveloppée  repré- 
sentée par  l’équation  f(x,  jr,  z,  a)  = o.  Donc  à la  li- 
mite', c’est-.à-d!re  lorsqu’on  supposera  a = o,  l’équation 
•y  (^T , j\  z)  = O deviendra  préciséinenl  l’érpiation  de  la 
surface  enveloppe. 

(Jbservniis  maintenant  que,  si  l’on  désigne  par  n la 
fonction  z,  et  pars  une  quantité  infiniment 

petite,  les  équations  f (x,y,  z,a)  = o,  f(x,j,z-\-a.)  = o 
deviendront 


Lorsque  dans  celles-ci  on  suppose  a = u,  elles  se  rédui- 
sent à 

• fin 

C’est  donc  entre  ces  dernières  qu’on  devra  éliminer  a 
pour  obtenir  l’étpiation  de  la  surface  enveloppe. 

Au  reste,  il  est  facile  de.  s’assurer  à poslonori  que  les 
deux  surfaces  représentées  j»ar  l’équation  u=o,  i"  dans  le 
cas  où  l’on  attribue  à la  quantité  a une  valeur  constante; 
a”  dans  le  cas  où  l’oiiAîonsidère  a comme  une  fonction  des 

variables  r,  y,  z,  assujétie  h vérifier  la  formule  o, 

sont  tangentes  l’une  n l’autre  dans  tous  les  |H>ints  qui  leur 
^nt  communs.  Eu  effet,  la  direction  de  la  normale  à une 
surface  courbe  jiour  le  point  (x,  y,  z)  se  trouve  détermi- 
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D’ailleurs  on  lire  de  l’équation  m = o,  en  sup[)osaiii  a 
constant. 


du 

dx 


du  du 


o; 


j>uis,  en  supposant  a variable  et  Ibnctioii  de  x,  r, 

du  du  du  du 

dx~^  ^ dz~^  da  de  ’ 

du  du  du  du 

Les  valeurs  de  p et  de  q seront  donc  données  pour  un 
point  situé  sur  la  surface  enveloppée  par  les  premières 
valeurs  de  p et  de  <7 , et  pour  uii  point  situé  sur  la  surface 
enveloppe,  par  les  secondes,  qui,  en  vertu  de  l’équation 

“ = O,  se  réduisent  aux  deux  précédentes.  Donc,  pour 

tout  point  situé  à la  fois  sur  les  deux  surfaces,  les  quan- 
tités p q obtiendront  précisément  les  mêmes  valeui-s; 
d’où  il  résulte  que  ces  surfaces  se  toucheront  dans  tous  les 
]H)ints  communs  à l’une  et  à l’autre. 

222.  Revenons  aux  deux  courbes  d’intersection  de  l’en- 
veloppée qui  correspond  à l'équation  f{x,y,  z,  n)  — o 
avec  celles  que  représentent  les  équations 

/(x,/,  Z,  fl  — «)  = O et  /{x,^,z,a 


Lorsqu’on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouir  a,  ces 
deux  courbes  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  courbe 
de  contact  de  l’enveloppée  représentée  par  l’équation 
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f(x,y,  r,  a)  = o avec  la  surface  enveloppe.  Cette  courbe 
de  contact  est  ce  qu’on  nomme  la  caractéristiqiu;.  Pour 
former  ses  équations,  il  suffira  de  poser  a = o dans  les 
formules 


f{x,y,z,a) —O,  f{x,y,z,a±<t)  = o-, 
on  obtient  alors,  comme  on  l’a  prouvé,  les  équations 

du 

''=*•  Ta=^- 


Donc  ces  dernières,  lorsqu’on  y considère  a comme  cons- 
tant, sont  les  équations  mêmes  de  la  caractéristique.  Si 
l’on  V donne  successivement  à la  constante  a diverses 
valeurs,  on  obtiendra  diverses  caractérisliipies  tracées 
sur  diverses  enveloppées. 

Les  courbes  d’intersection  de  l’enveloppée 

f{x  ,y,z,a)=o 

avec  les  deux  enveloppées  que  représentent  les  équations 
î,a-t- a)  = O,  /(x,  F,  î,  a — «)=  O, 

se  coupent,  en  général,  en  un  point.  Les  coordonnées  de 
ce  point  se  trouvent  déterminées  par  les  trois  équations 

f{x,y,z,a  — x)  = o,  /(x,y,z,fl)  = o,  /(x,y,z,û;f- a)i=o. 


que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit, 
du  a^i'd'u,  \ 


du  »'  /d*ii  , ,\ 


e,  e'  désignant,  ainsi  que  a,  des  quantités  inliniment  pe- 
tites. On’peut  encore,  à ces  équations,  substituer  les 
suivantes: 


« = ü, 


du 

du 


a.  fd’u  _j_ 


d'u  i±i' 

<lu  * 7. 


O. 
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Si  maintenant  on  passe  aux.  limites  eu  faisant  évanouira, 
les  équations  qui  précèdent  deviendront 

du  d'u 

U = O,  ~ = O,  — = O. 

(/«  da  ‘ 

Ces  dernières  détenninent  ce  «pi’on  peut  appeler  le  point 
commun  à la  caractéristique  représentée  par  les  équations 

M = O,  — = O,  et  à une  caractéristique  infiniment  voi- 
da 

sine.  II  existe  un  point  de  cette  espèce  sur  chaque  en- 
veloppée. La  suite  des  points  .semblables  correspondants 
aux  diverses  enveloppées,  ou,  ce  tpii  revient  au  même, 
aux  diverses  valeurs  de  a,  constitue  sur  la  surface  en- 
veloppe, une  certaine  courbe  à laquelle  o'i  a donne  le 
nom  ÿarète  de  rebroussement.  Pour  obtenir  les  deux 
équations  de  cette  courbe  en  i,  il  suffit  évidem- 

ment d’éliminer  la  constante  arbitraire  n entre  les  trois 
équations 


u=  O, 


du 


d'u 
da  ’ 


du 


Donc  les  équations  « = o,  ^ = o,  qui  représentent 

une  caractéristique  particulière,  lorsqu’on  y suppose  la 
quantité  a constante,  représentent  au  contraire  1 arête  de 
rebroussement,  si  l’on  attribue  à cette  quantité  une  va- 

r -n  TW  • 

leur  variable  pi'opre  à vérifier  1 équation  =r  o. 

Comme  dans  les  deux  hypothèses  les  équations  « = o , 
= o fournissent  les  mêmes  valeurs  de  dx,  dz,  ou 


da 


dz  dz 


plutôt  les  mêmes  valeurs  des  rapports  —,  nous  de- 
vons conclure  que  tout  point  commun  à l’arètc  de  re- 
broussement et  à une  caractéristique,  est  pour  ci»  deux 
courbes  un  |K)inl  de  conlact. 
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!223.  i'^  Application  : Surface  cylindrique  droite  à 
base  circulaire. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  la  formule 

-h  y'  ==  p\ 

et  tracé  dans  le  plan  xy.  Si  par  le  point  dont  l'abscisse 
est  a , on  mène  une  tangente  à ce  cercle,  et  par  cette  tan- 
gente un  plan  perpendiculaire  au  plan  xjr,  ce  plan  aura 
pour  équation  l’équation  même  de  la  tangente,  savoir, 

ax  r \A p'  — a'  ~ p'. 

Si  l’on  fait  varier  la  valeur  de  a,  le  plan  se  mouvra  de 
manière  à toucher  constamment  la  surface  cylindrique 
droite  qui  a pour  base  le  cercle  donné.  Donc , en  vertu 
des  principes  ci-dessus  établis,  l’équation  de  cette  surface 
cylindrique  devra  résulter  de  l'élimination  de  la  cons- 
tante a entre  la  formule  nx-\-y\/  p* — n^  = p*,  et  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à la  quantité  a.  Cette  dérivée 

étant  X ■ = o,  l’élimination  donne  pour  ré- 

\/p--a‘  ■ 

snitat  x’  -\-y'  = p’,  comme  on  devait  s’y  attendre. 

Dans  le  cas  présent,  la  caractéristique  représentée  par 

les  équations  <7X-|-^  l/p’  — a'  = p’,  x = o, 

— a» 

sera  la  droite  verticale  qui  résulte  de  l’intersection  de 
deux  plans  infiniment  voisins  menés  par  deux  tangentes 
perpendiculairement  au  plan  xy . 

Comme  les  droites  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n’y  aura  pas  d’arète  de  rebroussement. 

2“'  Application  : Surface  cylindrique  à base  tpiel- 
couque. 

Considérons  un  plan  parallèle  à l’axe  des  z et  repré- 
senté par  l’équation  y — ax  -f-  Z>.  Si  l’on  fait  varier  les 
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eonstAntcs  a et  b,  ce  plan  deviendra  mobile  ; et  la  loi  de 
son  mouvement  sera  déterminée  si  l’on  établit  une  rela- 
tion entre  les  deux  constantes,  en  supposant  par  exemple 
b = f(a).  Dans  cette  hypothèse,  le  plan  mobile,  dont 
l’équation  prend  la  formey  = «.r  -f-  ç(«),  touchera  cons- 
tamment une  surface  cylindrique  qui  pourra  clle-mèmc 
être  représentée  par  l’équation =<-/x, -t-  ç(«),  pourvu 
que  l’on  attribue  à la  quantité  a,  non  plus  une  valeur 
constante , mais  une  valeur  variable  propre  à vérifier  la 
dérivée  de  l’équation  = n.x  ■+■  9(0)  prise  relativement 
à cette  quantité,  savoir,  x -f-  ç («)  = o. 

Pour  chatpie  valeur  particulière  de  a,  les  équations 
y — ax  -+-  9(a)  et  a:  -|-  9 (rt)  = o réunies,  détermineront 
une  caractéristique  qui  sera  évidemment  une  droite  pa- 
rallèlé  à l’axe  des  z.  Cette  droite,  comprise  tout  entière 
dans  la  surface  cylindrique,  se  confondra  évidemment 
avec  la  génératrice  de  cette  surface. 

Comme  les  diverses  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n’y  aura  pas  d’arètede  rebroussement. 

224.  S™'  Application  ; Surface  développable. 

Considérons  maintenant  un  plan  .quelconque  repré- 
senté par  l’équation  z = ax  by  c.  Si  l’on  fait 
varier  les  constantes  n,  i,  c,  mais  en  établissant  des  rela- 
tions entre  ces  constantes,  par  exemple,  en  supposant 
b = 9(rt),  c — '^{a)  , le  plan  deviendra  mobile , et  la  loi 
de  son  mouvement  sera  complètement  déterminée  par  la 
nature  des  deux  fonctions  9 et  La  surface  à laquelle  le 
plan  restera  tangent  dans  toutes  ses  positions  sera  ce  qu’on 
nomme  une  surface  dé\>eloppnble.  D’après  son  mode  de 
formation , il  est  clair  que  le  plan  mobile , supposé  flexible 
et  inextensible,  pourra  s’appliquer  et  se  plier  sur  elle, 
sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et  récipro- 
quement qu’on  jH)urra , sans  briser  la  surface,  l’appliquer 
et  la  dévek)pj)cr  sur  ce  plan.  La  caractéristitpie  de  la  sui> 
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facu,  qu'ou  peut  amsi  iiommer  sa  génératrice,  ne  sera 
autre  chose  que  la  droite  d’intersection  de  deux  plans  in- 
rmimeut  voisins.  Les  équations  de  cette  droite  seront  l’é- 
quation même  du  plan  mobile,  savoir  , 

Z = ax  -h_r9(a)  + > 

et  sa  dérivée,  prise  relativement  à la  constante  a,  savoir  , 
0=  j:  -hyfi'{a)  -+-  x\a). 

L'élimination  de  la  constante  a entre  ces  deux  équa- 
tions donnera  pour  résultat  l’équation  même  de  la  sur- 
face développable. 

Si  l’on  dilîërentic  de  nouveau  l’équation 
o=x-hx<p'(a)-i-x'(«) 
par  rapport  à la  quantité  a,  on  trouvera 

Les  trois  équations 

z = ax+X'P(o)-<r-K{a),  o = x -(- A;'(a), 

o=y9"{a)  + x"{»), 

déterminent,  pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  un 
point  situé  sur  l’arètq  de  rebroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable. Si  entre  les  mêmes  formules  on  élimine  </, 
on  obtiendra  précisément  les  deux  équations  de  cette  arête 
de  rebroussement.  Ajoutons  que  si  l’on  elicctue  d’abord 
l’élimination  entre  les  formules  z = 

on  trouvera  poui-  première  équa- 
tion celle  de  la  surface  développable,  qui  passe  ell'ecti- 
vement  par  l’arète  dont  il  s’agit. 

On  peut  remarquei’  encore  que , pour  chaque  valeur 
particulière  de  a,  l’équation  o = x -f-  X (^) 

représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  jy  et  pas- 
sant par  une  caractéristique.  Tous  les  plans  de  cette  es- 
pèce luucbenl évideutmeiU  luie  cei  laine  surface  dévelop- 
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pable , et  pour  former  l'équation  de  cette  seconde  surface? 
il  suffit  d’éliminer  <1  entre  la  formule 

O = X x9'{a)  -H  x'{a) 

et  sa  dérivée  relative  à la  qiuntité  a,  c’est-à-dire  outre 
les  formules 

O = X +X0'(a)  + x'(o).  O =yip"{a)  ■+■  *"(a). 

D’autre  part  il  est  clair  qu'en  opérant  ainsi  on  obtien- 
dra une  seconde  équation  de  l’arètc  de  rebroussement. 

Donc  cette  arête  est  précisément  la  ligne  d’intersection 
d«’s  deux  surfaces  développables. 

A la  formule  z = ax  jrf(a)  on  pourrait  subs- 
tituer l’équation  générale  du  plan  oscillateur  d’une  courbe  . 

donnée , ou  du  plan  normal  à cette  courbe.  Soient 

X = ^(x),  Z = *(x), 

les  deux  équations  de  la  courbe,  et  désignons  par  Ç 
les  coordonnées  variables  du  plan  oscuUteur  ou  normal. 
L'équation -du  plan  oscillateur  sera 

{ f ~.*)  — dzdy)  (»  —x)  (dzd *x  — (ixrf'z) (Ç — »)  {dxd'x  — dj-rf *x)  = o,  • 

ou  plus  simplement 

( i — x)[p'{x)x"(x)  — 9"{x)x!{x)]  — (,  —x)x'  W -+-  (Ç  — *)?"  W = O, 
tandis  que  l’équation  du  plan  normal  sera 

({  — x)dr  4-  (»  — r}d/  4-  (Ç  — z)dz  ■=  o, 

S 

OU , en  d’autres  termes , 

^ — X 4-  (d  — ^(x)]^'(x)  4-  \^  — = O- 

En  conséquence , les  plans  osculateur  et  normal , menés 
par  le  point  dont  l’abscisst-  est  a,  auront  pour  équations 
respectives 

(i-n)[^Ua)x"{a)-p"{a)x’{a)]-[,-p(a)]x''{a}  + [i:-x{a)]<p''{a)  = o, 
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et 

f — a + [h  —Ç(o)]p’a  -t-  [Ç—  x(")]x'(a)  = 0- 

Cherchons  maintenant  la  surface  développable  qui  tou- 
che constamment  le  plan  osculateur.  La  caractéristique  de 
cette  surface  sera  représentée  par  l'équation 

et  par  la  dérivée  de  cette  équation  prise  relativement  à la 
quantité  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux 
formules 

Or  ces  deux  équations  équivalent  aux  deux  suivantes 

(f-a)^'(«) -[,_«(«)]  = O, 

. ' (f -«);«'(«) -K  - = O, 

ou , ce  qui  revient  au  même , à la  seule  formule. 

( — O _ A — g (a)  _ K — x{“) 

• X'{“}  ' 

Donc  la  caractéristique  de  la  surface  développable  se  con- 
fond avec  la  tangentc'à  la  courbe  donnée.  Il  est  aisé  d’en 
conclure  que  l’arête  de  rebroussement  de  cette  surface  se 
confond  avec  la  courbe  elle-même.  C’est  aussi  ce  que  dé- 
montre le  calcul.  En  effet,  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  de  l’arête  de  rebroussement  doivent  satisfaire 
non-seulement  aux  étpiations  ‘ 

(f— a) ip'(a)— [,  — ?(«)]  =ro,  (S  — «)z'(o)— [C  —40)]  = o; 

mais  encore  aux  dérivées  de  ces  équations  prises  relative- 
ment à la  quantité  a,  Or  ces  dérivées  se  réduisent  l'une 
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i — a = O. 

Si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équations 

(f  — — [<i  — p[a)]  = o, 

(f  - a)x'{a)~  [C  - z(«)]  = O, 

on  élimine  a,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

, = ^((),  c = xi?), 

c’est-à-dire  précisément  les  équations  de  la  courbe  don- 
née. Quant  à l’équation  même  de  la  surface  développable 
qui  touche  constamment  le  plan  osculateur,  il  est  clair 
qu’elle  résultera  de  l’élimination  de'la  constante  a entre 
les  formules 

({  — a)ç'{u)  — [/  — «i(a)]  = O, 

{?  - «)«'(«)  - [<  - *W]  = O, 

Passons  à la  recherche  de  la  surface  développable  qui 
touche  constanunent  le  plan  normal.  La  caractéristique 
de  cette  surface  est  représentée  par  l'équation 

( — a -h  [jr  — p{a)]ip'{a]  -h  [(  — x{a)]x'{a)=:  o, 

jointe  à sa  dérivée 

I -f-  [p'{a)Y  ■+-  [x'i^)]'  -—[X—  #(«)]«>" (a  )+  [Ç  — x{a)]x"(a)- 

Or,  on  satisfait  à ces  mêmes  formules  en  prenant  pour 
J,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  de 
la  courbe  proposée.  Donc  ce  centre  se  trouve  situé  sur  la. 
droite  avec  laquelle  se  confond  la  caractéristique  de  la  sur- 
face développable.  J’ajoute  que  cette  caractéristique  et  le 
rayon  du  cercle  osculateur  se  coupent  à angles  droits.  En 
elfet,  si  par  le  point  qui  sur  la  courbe  a pour  abscisse  la 
quantité  a,  on  mène  une  parallèle  à la  caractéristique  de 
la  surface  développable , cette  parallèle  sera  représentée 


Digitized  by  Google 


464  CAIXII. 

par  les  deux  équations 

f — fl  -t-  [d  — <t{a)\p'{a)  -4- 

[y — 4-  \^—x[»)]x”{«)  - »; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 

f — fl  _ ^ — c (fl)  _ Ç — x{«) 

p'{a)x'’{a)  - “ - x"(“)  ~ 9"  («)  ' 

Donc  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur,  et  par  suite  au  rayon  du  cercle  osculateur,  autrement 
nommé  rayon  de  courbure^  ce  qui  etitrainc  la  proposi- 
tion énoncée. 

Si  entre  les  étpia lions 

f _ fl  ^ _ »-(fl)]^(fl)  4-  (C  - x(fl)]z'(fl)  = O. 

[y-9(«)]9"{«)  4-  K-  Z («)]*"(«)  = O, 

on  élimine  la  quantité  a,  on  obtiendra  précisément  l’é- 
(juation  de  la  surface  développable  qui  touche  constam- 
ment le  plan  normal.  Cette  équation  appartiendra  en 
même  temps  à l’aiètc  de  rebroussement  de  la  surface,  et 
pour  obtenir  une  seconde  équation  de  cette  arête  , il  suf- 
fira d’éliminer  de  nouveau  la  quantité  a entre  l'équation 

' = [y  —9{«)]9"{")  -y  [<>— x/")]x{a) 

et  sa  dérivée  prise  relativement  à cette  (juantité,  savoir  ; 

3 [P'  {a)p"{a)  '(fl)  (a)] =[,-?(«)]«  ”(fl)4-K  - «(«))  >:"'(«). 

jNous  avons  vu  que  si  x,  j',  z représentent  les  coordon- 
nées d’un  point  quelconque  de  la  développante,  et  Ç,  »j,^ 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la  développée, 
on  a 

(f  — x)  f£r  4-  (»  — ^)  <(r  H- (Ç  — z)dz  = o, 
t(  — X/  rf'x4-(>f  — y)  ‘^’y  -*-((  — z)r/‘  z = d.r’+dy^  -t-  dï’. 
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Par  conséquent  si  l’on  élimine  x,  y,  z entre  ces  dernières 
e^t  lesfürmu]esj=<p(x),  on  obtiendra  enf, 

l’éfjuation  de  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  dc!  la  eourlx-  représentée  par  ces 
mêmes  formules. 

Or  l’élimination  dont  il  s’agit  donne  évidemment 
le  mémo  résultat  que  celle  de  la  quantité  « entre  les 
formules 

a -h[y-(p{a)]  ~ xH]x'(n)  = o , 

I + [^'(«)]>  + W{o)Y  = [y~  9{a)\ 

Donc  la  surface  développable  qui  tourbe  constamment  le 
plan  normal  à une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  .ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
memes  conclu.sions  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l’on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
langent  a cette  surface , avre  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  iwint 
décrira  une  courbe  dans  l’espace , chaque  droite  tracera 
évidemment  sur- la  surface  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  dévclopp<:es , et 
le  plan  langent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelmv- 
pées,  ou,  en  d autres  termes,  par  plusieurs  droites  nor- 
males à la  courbe  décrite,  se  confondra  nécessairement 
avec  le  plan  normal  à cette  courbe. 

22i>.4""  Application  : Surface  qui  enveloppe  l’espace 
parcoum  par  une  sphère  dont  le  rayon  demeure  con.s- 
tanl  et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d'abord  .jue  le  centre  de  la  sphère  sc 
meuve  sur  1 axe  des  x;  si  l’on  désigne  par  a l’abscisse  de 
ce  ceiilre,  1 équation  de  la  sphère  mobile  .sera  de  la  forme 

(x  — «)’  + J.»  4.  .ï  = P», 

cl  si  à cette  ér|ualion  on  joint  sa  dérivée  |tfisc  relalive- 
'•  ,3o 
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ment  à la  <|uaiitité  u,  savoir, 

X — a = O, 

on  obtiendra  les  deux  (iquatious  de  la  earactéristique  de 
la  surface  enveloppe.  L’élimination  de  a donnt? , pour 
l’équation  de  ectte  même  surface, 

V>  +1*  =p>; 

(loue  la  surface  enveloppe  sera , comme  on  devait  s’y  at- 
tendre, un  cylindre  droit  qui  aura  pour  axe  l’axe  des  x , 
et  pour  base  un  cercle  décrit  d’un  ravou  p égal  à celui  de 
la  sphère. 

Les  différentes  caractéristiques  étant  des  cercles  paral- 
lèles, compris  dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  des 
,j',  il  n'y  aura  pas  d’arète  de  rebroussement. 

Supposons,  en  second  lieu,  <|ue  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  xy. 
Si  l’on  désigne  par 

y = P ix) 

l’équation  de  cette  courbe,  celle  de  la  sphère  mobile  sera 
de  la  forme 

{x  — ay  ->r  [y  — pi a)Y  Z'  = f.’  -, 

si  à cette  équation  l’on  joint  sa  dérivée  par  rapport  à a, 
savoir  : 

X — fl  -y  [y  — ip(fl)]  p'{a)  = O , 

on  obtiendra  les  deux  équations  qui  représentent  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  qui  touche  constamment  la 
sphère  mobile  , et  que  l’on  nomme  surface  canal.  Enfin, 
si  aux  équations 

(-—  ?(")]■+ 2*=P*.  ^ — a-y[y—i{a)]p'(a)  = o, 

on  réunit  la  ilérivéc  de  la  dernière  par  rapport  à n,  savoir, 

I -+-  [p  '(fl)]>  —[y—  P(a)]  P "(fl)  = O , 
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on  aurai'i)  tout  trois  équations  qui  ilétormiufmnt  Irsco- 
oixloiinées  d’un  point  situé  sur  l’arète  do  rebrousseniont 
do  la  surface  ca7ial.  L’écjuation  de  cette  surface  résultera 

de  l’élimination  de  n entre  les  formules 

« 

(x — n)*-4-  [_)■  — X — O -h  [y  — f («)]?)'{«()  = o. 

Quant  aux  é(|uations  de  l’arète  de  rebroussement,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  tà  l’équation  de  la  surface 
canal  celle  que  ron  obtient  en  éliminant  a,  enlic  les 
deux  équations 

X— « -l-[^ — [ r — (p{a)}p"(a)  = o 

Celte  élimination  conduira  à l’étpiation  d’une  surface 
cylindrique  verticale,  dont  l’intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  l’arète  dont  il  s’aftit. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  (|uele  centre  de  la  splièré 
se  meuve  sur  une  courbe  à double  courbure  rcprésenléc 
par  les  deux  équations 

y=:f{x),  t=x(x)-, 

la  sphère  mobile  , représentée  par  la  formule 

(x— «)•  ?'('!)]’  ■+•[:  — «(n)]’  = f', 

parcourra  un  espace  dont  l’enveloppe  sera  encore  une 
surface  canal.  De  plus,  conune  la  déi'ivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à la  ([uantité  a,  savoir, 

X — n -h[x  — «(a)]®'(«)  -4-[z—  xif)]x'{")  = 

est  l’étjualion  même  du  plan  normal  à la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile,  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résulte  de  rititerscction  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  .Si  tmlre  les  formules 

(x— a)”-t-[r— — = p», 
x — a — = o. 

3o. 
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on  élimine  a,  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  canal. 
Si  l’on  élimine  la  même  quantité  a entre  l’équation 

X — a + [x  — ç>{a)]ip'  (a) -h  [t  — x(a)]x'{n)  = O 

et  sa  dérivée  relative  k a,  savoir, 

I -+-[?''(a)]’ + [*'(«)?  =[y  — 4-[*  —x(‘^)]x"(«), 

on  obtiendra  l’équation  de  la  surface  développable,  que 
touche  constamment  le  plan  normal  à la  courbe  des  cen- 
tres. Enfin,  toutes  les  fois  que  la  surface  canal  sera  ren- 
contrée par  la  surface  développable,  la  courbe  d’intersec- 
tion de  ces  d’eux  surfaces  sera  l’arète  de  rebroussement 
de  la  première. 
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Kqualions  aux  di'rivce»  pârlieUc!»  dos  surfaces  coveluppces  et  des 
siirruccs  cnvoiopt>€s. 


226.  (Jonsidérous  la  surl'aci;  rcprésciilctr  par  réqua- 
tion  U = O,  et  supposons  d’alrord  que  la  fonction  u ren- 
ferme, avec  les  coordonnées  x , j’',  z,  les  deux  paramè- 
tres fl  et  & = (f(rt);  en  sorte  qu’on  ait,  par  exemple, 

Si  l’on  fait  varier  la  constante  a,  la  surface  dont  il  s’agit 
deviendra  mobile,  et  parcourra  un  espâce  dont  l'enve- 
loppe sera  une  nouvelle  surface  représentée  par  l’équation 
qui  résulte  de  l’élimination  de  a entre  les  deux  suivantes 

du 


Cela  posé,  on  recomiait  facilement  que  les  équations 


du 


du 


dx~^  ^'di 


du  du 


appartiennent  à l’ime  des  surfaces  enveloppées,  lorsqu’on 
attribue  à la  quantité  a une  valeur  constante , et  à la  sur- 
face enveloppe , lorsqu’on  attribue  à la  quantité  a une 

valeur  variable  propre  à vérifier  la  formule  ~ = o. 
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Dont', si  entre  ces  trois  équations 


a = O, 


du 

dx 


du 


du 


PTz==^'  T. 


du 

‘^Tz=^’ 


on  élimine  et  on  obtiendra  une  équation  aux  dé- 

rivées partielles  en  x,jr,z,p,q,  qui  appartiendra  en 
môme  temps  à la  surface  enveloppe  et  à chacune  des  sur- 
faces enveloppées. 

Exemple  : Supposons  que  la  surface  représentée  par 
l’équation  u = o soit  une  sphère  dont  le  rayon  p de- 
meure constant  et  dont  le  centre  se  meuve  sur  une  courbe 
comprise  dans  le  plan  xy.  L’équation  u = o sera  de  la 
forme 

(x  — a)>  [y  — -h  z'  = p. 

Dans  la  même  hypothèse,  les  deux  dernières  équations 


du  du 


O, 


du 


du 


se  réduiront  à 


X — n-\-pz  = o,  y — ç{a)-^  qz  =z  O. 

Cela  posé,  l’élimination  den  et  de  iji  (a)  entre  les  formules 

(x  — [/  — <p{a)Y  -h  Z' = f‘, 

X — a-hpz  = o,  y — p{a]  + qz  z=  O, 


produira  l’équation  aux  dérivées  partielles 

(p‘  H-  i)z'  = P, 

qui  appartiendra  non-seulement  à la  sphère  mobile,  mais 
encore  à la  surface  canal  circonscrite  à toutes  les  sphères. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  « = o renferme 
avec  les  coordonnées  x,  y,  z,  les  trois  paramètres 
</,  l>  = (^(n)  et  c = y(a),  en  sorte  <pi’on  ait,  par  exemple, 

H =z/[x,  y,  Z,  a,  l(i[a),y^{a)]. 
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Si  l'oii  fait  varier  la  constante  a , la  surface  représentée 
par  l'équation  it  =o  deviendra  mobile , et  pour  cette  sur- 
face mobile,  ainsi  que  pour  la  surface  enveloppe  de  l’es- 
pace qu’elle  traverse,  les  valeurs  de  x,  jr,  z,  [>,  q satis- 
feront à la  fois  aux  trois  équations 


U 


O, 


du  du 


= o. 


du 

dz 


O. 


Supposons,  que  ces  mêmes  équations  étant  résolues  pai' 
l'apport  aux  paramètres  a , ip(n)  et  ^(a) , on  en  tire 

a =U,  ^(a)  = V,  ;ï(a)  = W, 


U , V,  W étant  fonctions  des  seules  variables  x,j,z,  p,  q , 
et  par  suite 

V = Ç)(U),  W=;k(U),  W = ,1(V). 

ün  pourra  donc  obtenir,  dans  le  cas  que  l’on  considère, 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre, dont  chacune  appartiendra  également  à la  surface 
mobile  et  à l’enveloppe  de  l’espace  qu’elle  parcourt.  Pour 
former  ces  mêmes  équations,  il  suffira  d’établir  une  liai- 
son arbitraire  entre  deux  quelconques  des  trois  quantités 
variables  Li,  V,  W.  Par  conséquent,  chacune  des  équa- 
tions dont  il  s’agit  renfermera  une  fonction  arbitraire. 
Telles  sont  effectivement  les  fonctions  f , x»  'I'  dans  les  for- 
mules précédentes  ; V = ®(T),  W = x(^)»  W = i|/(’V). 

Au  reste,  comme  la  fonction  arbitraire  x («)  peut  être 
censée  déduite  d'une  éifuation  de  la  forme 

*r[a,  <t{a),  x{")]  = O, 

t 

la  caractéristique  ts  indiquant  cHe-mênn’  une  fonction 
arbitraire,  il  est  clair  que  pour  la  surface  eineloppcct 
pour  chacune  desenvelopjH'cs,  les  valeursde.r,  y.  <7 
satisferont  encore  à l'équation  aux  dérivées  partielles 

»(IJ,V,W)  = o. 
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CcitL-  deniièn;  é<]uatioii  comprend  les  formiîl«*s 
V = ^(U),  w = ;e(U),  w = 4(v) 

cumiue  cas  particuliers.  . ’ . 

Si  l’on  diflerenlie  l’une  de  ces  «juations 

V = ?(U),  W=;ç(U),  W = 4(V),  ®(U,V,W)  = o, 


1“  par  rapjKjrtà  x,  2" par  rapporta^,  on  obtiendra  deux 
équations  qui  renfermeront  les  'dérivées  des  fonctions 
<p,  jr , (p  ou  CT,  et  desquelles  on  pourra  déduire,  par  l’éli- 
mination de  ces  dérivées,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  difle- 
rentiant  l’équation  V = <j)(tl),  1°  par  rapport  hx,  2”  par 
rapport  à y,  on  trouvera 


rAT  rfV  tiy  <l\ 

d\  rfV  v/V 

(lY  dz  dp  dq 


s 


t 


djc 

dV 

'ly 


rfU  du  dU 


dz^ 
dU 


du 

dp“ 


dU  \ 

--/^,p(U); 


cl  l’on  aura  par  suite,  en  éliminant  f (I  ), 


/dV  dV  dV  dV  \/dU  dU  dU  dU  \ 

fd\  dV  dV  dV  fdV  dU  dU  du 

= l + ) “t:  + -TrP-y-r:^  H — r- 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/dV  dV  \/dU  dU  ^ /dV  dV  ' /dU^dU  . 

[dJ-^lTzPKTr 

rdV/dU  du  \ dU/dV  dV  , fdU/dV  dV  \ dV/dU  dU 

'\i[\iip^TzV-d^\dj-^irzV\  V'^^^^^ 

rdVA/ü  d\]  , dU/dV  dV  , dU/dV  dV 

,'dVdU  dVdUx, 

',7^  d7,~  1;,  a;; ^ 


/ d/;  \ dj;  dî  ^ 
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La  formule  précédente  est  l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  qui  appartient  en  même  temps  à la 
surface;  enveloppe  et  à chacune  des  enveloppées.  Cette 
équation  ne  renferme  plus  de  fonction  arbitraire , et  elle 
a cela  de  remarquable,  qu’elle  est  linéaire  par  rapport  aux 
quatre  quantités  r,  s,  t,  rf  — j’. 

On  pourrait  tirer  immédiatement  des  équations 


du 


du 


dx-^Pd-z=°' 


du 


du 


une  formule  équivalente.  En  eifet,  si  l’on  dilférentie  la 
seeoude  et  la  troisième  de  ces  équations,  i°  par  rapport 
à X,  2°  par  rapport  à j , en  y considérant  a comme  une 
fonction  des  variables  a;et_^,  on  trouvera 


d'u  d'u 
dx'  ^ dxdz^ 


d^u  du 
d'u  d'u  du 


d'u 


dxda  dzda  J dx 


d'u 


\da 


d'u  d'u  d'u  d'u  du  f d'u  d'u\da 

dxdy  ^ dxdz  ^ dydzP~^  dz'  P'^'^dz  \dxda~^P dzda)  ^ 


d'u 


d'u 


d'u 


d'u 


du  / d'u 


d'u  \ da 


dxdy  dxdz'^  dydzP  dz'  P'^~^  dz^  ^\dyda  dzda)  dx 


d'u 


d'u  d'u  du  f d'u  d'u  \ da 
dy'  ' dydz^  dz' dz^~^\yiyda~''''^  dzda)  dy 

Or  on  conclura  des  quatre  équations  qui  précèdent, 
i"  en  combinant  la  première  avec  la  quatrième 


d'u 


/d'u 

\rfx 


d'u  du  f d'u 

H^P'^Tz'') 

/ d'u  d'u  \ / d'u 

\dorrffl  P dzda  J \dydâ 


d'u  d'u 
-2-:— r:?-t- 


dydz 

d'u  \ da  da 
-7 


d'u  du  \ 


dzda  J \dyda  ' dzda  ! dx  dy  ’ 
■2"  en  combinant  la  seconde  avec  la  troisième , 


d'u 

dxdy 


d'u 

dxdz 


d'u 


dydz 
( d'u  d 

K~^a  ^P~ 


d'u  du 

dFP'^-^Tz^ 


dzda  J \dyda  ^ dzda  J dx  dy' 


(i^u  \ fia  da 
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Ou  aura  dune  par  suite 


/ d'u 
^<ir  ’ 


d'u  d‘u 




dz' 
^ d'u 


du\/d’H 


d*  / V dr’ 

d'u 


«/’«  d'u  du 


dydz 


dz' 


dz  ! 


\dxdy  ‘ dydz 


d'u 

dxdz 


pq 


d*u 

'dF 


du 
dz  1 


)=o. 


ou , en  développant, 

f d'u  d'u  {d'u  d'u  d'u\  f d'u  d'u  d'u  d'u\' 


du 

dz 


d'u 

, / d'u  d'u  d'u  d*u\ 

l^^tf  1 TJ  I fl  -t  -H£T  l«4- 

(d'u  d'u  , 

^ dt' J 

* \dxdr  ^djrdz  ^dxdt  ^^dg'J 

^ \<ir  • 

dz')\ 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  qu’elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  quatre  quantités  variables  r,  5,  t, 
rt — 5*.  Si  de  cette  dernière  formule  on  élimine  a,  f(a)  et 
X(^)  par  le  moyen  des  équations 


du 


du 


Tx'^P'dz 


du 

dy 


du 

dz 


on  obtiendra  entre  ^iP-,  7»  ■’»  < tine  équation  aux 

dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  ne  difl’érera  pas 
de  la  formule  déjà  obtenue. 

!''■  Exemple.  Supposons  que  l’équation  a = o soit 
celle  d’un  plan  et  se  réduise  k z xC'*)’ 


les  formules 

du  du 

du  du 

« = o, 

di^Pin. 

= d-r^^Tz=°’ 

deviendront 

? = <P  (")• 

En  les  combinant  avec  l’équation 

z=  ax  -h  y<p  (a)  -f-  x (a), 

OU  en  conclura 

Z — px  — qy  = x(a). 
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On  aura  donc  , dans  le  cas  présent , 

U rr /),  \ = </ , W = a — px — qs. 

Par  suite  les  valeurs  de  a:,  y,  z,  q,  i-elatives  soit  au 
plan  mobile,  soit  à la  surface  qui  le  touche  constamment, 
vérifieront  les  équations  aux  dérivées  partielles 

9 — f{p),  i—px  — 9r=x(p),  * — px  — qy  = ^(q), 

9.  ^—px  — qy)  =o. 

Si  l’on  différentie  la  première  de  ces  équations,  1°  par 
rapport  à x,  a”  par  rapport  à y,  on  en  tirera  successi- 
vement 

s = rif'{p),  t = sp'(p), 
puis,  en  éliminant  <f’  (p), 

rt  = s'. 

Telle  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  convient  à toutes  les  surfaces  développables. 
Lorsque  dans  l’équation 

U = O 


dzdx  ^ ’ dxdy  ’ 


les  variables  x,y,  z sont  séparées,  on  a 

rf’u  d‘u  d^u 

dydz~  ~ “ 

et  par  suite  l’équation 

/</’o  d'u  ,d'u\  /d'u  d'm  ,d'u\  ( d'u  d'u  d'u  d'u\' 

duF  /d'u  d'u  d'u  d'u  d'u\ 

dz  \4r*  ~^'^^djrd$ ^ ds'J  ^\dxdp^^4yds~^dxdr^^^d£') 


/d'u 


d'u 


réduit  à 
d'u  d'u 


/du\' 

\dz)  i--' -'’)  = » 


^ d'u  d'u  ^ d'u  d'u 

<lx'  dy'  ^ ^ dy'  dz'~‘’~^  dz'  dx' 

dut  ftl'u  d'u'  d'u  d'u  tt’u  \ du  * 
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Si  l'on  suppose  en  outre  que  l’équatiou  u = o soit  li- 
néaire par  rapport  à x,jr,  z,  on  aura  encore 


d’u  d‘u 


ce  qui  réduit  l’équatioit  précédente  art  — i’  = o. 

a“'  Exemple  : Supposons  que  l’équation  u = o soit 
celle  d’une  sphère  décrite  d’un  rayon  constant  p , et  se  ré- 
duise à 

(x  — —p{a)y -h[z—x{a)y  = Pi 

les  deux  formules 

du  du  du  du 

„_o,  = _+y_  = o, 

deviendront 


*—«+[*—*(«)]/»=  O,  y — =o. 

En  combinant  celle-ci  avec  l'équation  de  la  sphère,  ou 
trouvera 


P 1 ' \/ -f-  ç»  ’ 


et  par  suite 


a z=xzpp 


9{a)  —rT-f 

X.(a)  = ï ± /»  ■ 


\/ -f-i  ’ 
9 

-+-  I ’ 


V'p'  + q'-^- 1 
Ou  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 


U =xqz— ~ 


?P  ■ 


y/  4-  ' 


V = --- 


■r=F 


\S  = z± 


V' p'  -f-  y*  I ’ 

P 

-+-  y'  -t-  I 
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Il  en  résuluî  (pie  les  valeurs  de  .r,j,  z,  p,  q,  relatives, 
soit  à la  sphère  mobile,  soit  à la  surface  canal  qui  enve- 
loppe l’espace  traversé  par  cette  sphère,  vérifieront  les 
(Quations  aux  dérivées  partielles 


R désignant,  pour  abréger,  le  radical  + i . 

Quant  à l’écpiation 


d'ud'u  ^d^u  d‘u  ^d*a  d'u 

dx'  dy^  dy^  dz'~‘'~  dz‘  dx' 


elle  prendra , dans  le  cas  présent,  une  forme  très  simple. 
En  effet , en  vertu  des  équations 


r / M r / M 

— «).  ;^  = 2[*  — «('»)]. 

rf'tt  d'u  d'u 

dT‘~'^' 
elle  se  réduit  à 

+<7*  -t- 1 -I-  [(?•  -H  I )r—-xpqs  -I-  1 ) t][a  — (rf — J>X  * — ;t(a)]»  = o. 

Si  l’on  remet  au  lieu  de  z — ;((a)  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule 

tZLl  — ZZL^S^)  = = ± _ P • 

P q — ' V' p'  + 9'  4- 1 ’ 

et  quel’onfasse,  pour  plusdecommodité,  R= i , 
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nu  .'Hira  définitivenieMt 


/j> -I- I ip[{r/>+i ) r— 1 )r] -f-(/ï — x>)^  =0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

R*  R 

(/’’+  '■/'+ 1 )— =P[f  </’-(-  ' )^1 \-rt—s'=n . 

H P 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  l’équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 


au  lieu  de  la  quantité  Q,  sa  valeur  ±1  — tirée  de  l’équa- 
tion Or,  dans  l’équation  qui  donne  les  rayons 

de  courbure  principaux,  p désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure,  tandis  que  dans  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p désigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile;  donc  il  résidte  de  cette  formule, 
(pt’en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l’espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile,  l’un  des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure  est  égal  au  rayon  de  la 
sphère  dont  il  s’agit. 

227.  On  j)€ut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  l’équatiou  d’une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrice^  données , ou 
soit  circonscrite  à des  surfaces  données. 


Soit  toujours  U = O l'équation  de  l’enveloppée  mobile, 
et  supposons  d’abord  que  la  fonction  u renferme  avec  les 
coordonnées  x,j,z  les  deux  paramètres  a ety(«).  Pour 
<léterminer  la  fonction  f,  il  suffira  de  supposer  que  l'en- 
veloppe doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  être  cir- 
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consrrile  à une  surface  donnée.  Soient,  dans  la  première 
liypothèse,  w = o,  iv  = o,  les  équations  de  la  directrice. 
Celte  directrice  devant  être  tangente  à chacune  des  enve- 
loppées ; les  valeurs  de  tlx,  dy,  dz,  tirées  de  ses  équations, 
devront  satisfaire  à la  diiférentielle  de  l’équation  « = o, 
et  par  suite  on  aura,  pour  chaque  point  de  la  directrice, 
non-seulement  les  équations  «■=  o , = o , tv  = o,  mais 

encore  la  formule 

du  dv  dw  du  dv  dw  du  dv  dw  du  dv  dw  du  dv  dtv  dudvdw 

dx  d r dx  dx  dz  dy  dy  dz  dx  dy  dx  dz  dz  dx  dy  dz  dy  dx 

Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  .r,  j-,  z,  on  ob- 
tiendra une  é([uation  de  condition  entre  a et  qut*  je 

représenterai  par  A = o,  et  qui  déterminera  la  forme  de 
la  fonction  f.  Si,  à l’aide  do  cette  équation  de  condition, 
on  élimine  de  la  fonction  u=o  le  paiamètrc  <p(«),  l’équa- 
tion résultante  représentera  une  surface  déterminée  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  quantité  a,  cl  en  fai.sant 
varier  celte  quantité,  on  aura  une  surface  enveloppe  éga- 
lement déterminée. 

Suppo.sons  maintenant  que  l’enveloppe  doive  être  cir- 
conscrite à une  surface  donnée  représentée  par  l’équation 
e = o.  Cette  dernière  surface  sera  tangente  k chacune  des 
enveloppées,  et,  comme  deux  surfaces  qui  se  touchent  en 
un  point  ont  nécessairement  en  ce  point  la  même  nor- 
■ male,  il  est  clair  que  les  coordonnées  x,  y,  z,  du  point 
de  contact,  vérilieront  non-seulement  les  équations  « = o, 
0=0,  mais  encore  la  formule  , 


du 

du 

du 

dx 

_ 

dz 

dv 

dv 

dx 

dz 

Si  entre  ces  quatre  dernières  équations  on  élimine  x,y,  z. 
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on  obtieiul;’.'!  encore  une  é«|uation  de  la  forme  A = o,  A 
étant  une  fonction  desdeux  paramètres  a et  La  nature 
de  la  fonction  (j>  étant  déterminée  par  la  formule  A = o, 
On  achèvera  le  calcul  comme  dans  l'hypothèse  précédente. 
Si  l’équation  u=o  renfermait  trois  paramètres  a , if(a)  et 
alors,  pour  déterminer  les  deux  fonctions  (p  et  y .,  il 
faudra!  t connaître  deux  dirdctrices  de  la  surface  enveloppe, 
ou  deux  surfaces  courhes  auxquelles  cette  surface  enve- 
loppe doit  être  circonscrite.  En  opérant  comme  ci-des.'us, 
1“  pour  la  première  direetriee,  ou  la  première  surfaee 
courhe  donnée;  1°  pour  la  seconde  directrice,  ou  la  se- 
conde surface  courhe,  on  obtiendrait  deux  équations 

A = o , B = o , 

dont  les  premiers  membres  A et  B renhîrmeraient  seule- 
ment les  trois  paramètres»,  f(a),y(a).  Ces  deux  équations 
sulliraient  donc  à la  détermination  des  fonctions  ç et  y. 

La  même  méthode  peut  être  évidemment  étendue  au 
cas  où  l’équation  u = o renfermerait  plus  de  trois  para- 
mètres dépendants  les  uns  des  autres. 

228.  Cherchons  jiar  cette  méthotle  ré(|uation  de  la 
surface  développable  qui  pa.sse  par  deux  directrices  don- 
nées. Désignons  para-,  ,ji,  z,  les  coordonnées  de  la  pre- 
mière directrice,  et  par  z,  celles  de  la  seconde. 

Soient  V»,  = o,  w,  = o,  les  équations  de  la  première  di- 
rectrice, et  e,  = o,  ve,  = o,  celles  de  la  seconde.  Pàifin, 
concevons  que  les  points(,r,,  y,,  z,),  (x,,  y,,  z,),  se 
trouvent  sur  une  même  caractéristi(|ue  ou  génératrice  de 
la  surface  développable,  et  désignons  par  x,jr,  z les  coor- 
données variables  de  cette  génératrice.  Le  plau  <jui  tou- 
chera la  surface  développable  suivant  cette  génératrice  , 
passera  par  les  tangentes  aux  deux  directrices.  Par  suite, 
si  la  perpendiculaire  .à  ce  plan  forme  avec  les  axes  les  angles 
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y,H,v,  ou  aura  simultanémeiii 

(jT.  — x,)cosA-f-(^,  -,  r,)coSjK  -H  (z,  — Z,)  cos.  = o, 
cosAetr,  -+-  coifu/y,  -+-  cos.rf:,  = o, 
cosAc/x,  -I-  coSfu/f,  -h  nostUz,  — o. 

Ou  ou  conclura 

(x.  — X,)(rf^,rf3,  — rf/,f/ï,)-f-  [x  y — 

-t-  (i,  — s,)  [dx,dx,  — flxjdx,}  — o. 

Cette  dernici-e  équation,  loi-squ’oii  y substitue  pour 
c/j, , fiy,,  riz,,  (ixt,  dji,  dz^,  leure  valeurs  tirées  des 
forniulcs  o,  = o , iv,  = o , o,  = o , vv,  = o , établit  une  rela- 
tion nouvelle  entre  les  sixcoordonuéesx,,^,,  z,,x„yt,  z,. 
Si  aux  formules  précédentes  on  réunit  les  érpiations  de 
la  génératrice  de  la  surface  développable,  lesquelles  se 
trouvent  comprises  dans  la  formole 

^ — g.  _ X —fx  _ Z — Z. 

X,— X,  ~ x>  — Xx  ~ Z.— Z.  ’ 

on  aura  en  tout  sept  équations  entre  les  quantités 

et  si  l’on  élimine  les  six  deruières,  on  obtiendra  on 
x,j,  Z l’équation  même  de  la  surface  développable. 

229.  De  la  surface  développable  cii  conscrite  à deux  sur- 
faces données. 

Désignonspar  x„j„  z„  les  coordonnées  va- 

riables de  deux  surfaces  données  5 et  soient  w,  =0,  e,  = 0 
leurs  é(|uations  respectives.  Si  les  points  (x,,y,,  z,), 
(ar, , y, , Zj) , se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de 
la  .surface  développable,  les  normales  menées  aux  .sni-fa- 
ces  données  par  ces  deux  points  seront  perpendiculaires 
au  plan  qui  touche  la  surface  développable  suivant  la  gé- 
T.  I.  :j, 
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iiéralrire  dont  il  s'agit;  et  l’on  exprimera  que  ees  nor- 
males sont  noii-s(!ulement  parallèles  entre  elles,  mais  en- 
rôle perpendieulaires  à la  générâtriee  , en  posant  les  trois 
éijuations  comprises  dans  les  formules 


dv. 

dv. 

dv, 

dx. 

dz. 

dv. 

dv,' 

dx^ 

dXx 

dz. 

-.r,) 

Si  entre  les  formuU-s  qui  précèdent  et  les  équations  de  la 
génératrice,  savoir, 


X—  X,  X — ■?' 

X, — X,  r, — J. 


on  élimine  les  six  quantités  x,,  > x,,  7,  ,i,.on 

obtiendra  en  x,  y,  z l’équation  même  de  la  surface  déve- 
loppable. 

Si  l’on  se  proposait  seulement  de  trouver  la  couibe  de 
contact  de  la  surface  développable  avec  I une  des  deux 
surfaces  données,  par  exemple  avec  la  première,  il  sulft- 
rait  de  joindre  à l’équation  e,  = o celle  qui  résulte  de 
rélimination  des  coordonnées  .r, , j,,  z,  entre  l’équa- 
lion  e,  = O et  les  formules 


fix, 

dv^ 

dx. 


dv, 

■ 


dvx 

dly 

d^’ 

dzt 


(x,  — X,)—  — /.) 


/ J -f- (Zi  — “»)j *’• 

' dx,  ' di, 


Exemple  : Surface  développable  circonscrite  à deux 
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sphèros  ou  à deux  ellipsoïdes  semblables,  dont  les  axes 
sont  parallèles. 

Calcul  pour  deux  sphères.  Soient 

+ — J, 

les  ëtjuations  des  deux  sphères. 

On  aura 


y. 


,r,  — x„  y,  — y„ 


*4  "O 


2.2>  = P’- 


On  en  conclura 

Jo_ri— ro_z.— »D  _ ^ Pn 

~ Xi  Z,  ~ P ’ 


et  par  suite 

■ro^i-Hro.r,  + ïoZ.  =p(p±Po). 

La  dernière  équation  est  celle  d'un  plan  qui  renferme  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  développable  avec  la  pre- 
mière des  sphères  données. 


3x . . 
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OIJARANTE-UÎVIÈME  LEÇON. 


Principes  élêmcnlaircs  du  calcul  des  n’**ul«s. 


1.  Lorsqu’une  fonction  f{x)  de  la  variable  X ne  de- 
vient pas  infinie  pour  une  valeur  particulière  x,,  on 
peut  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
tières et  positives  de  la  difiérence  x — x,  = e,  et  l’on 
trouve,  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Taylor, 


(x— X,)- 
I .7..3.../I 


/»[x.-t-e(x— X,)], 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/{X.  -h  .)=/(:t.) -H  ./'(x,)-H  ^ /"  (x.) 


1 ,2.3...(n — i) 


1.2.3.  n 


/c")(x, -i-e«) 


Alors  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
X — X , , ou  de  e , est  la  valeur  que  prend  le  cofficient 
différentiel  ou  la  dérivée  de  la  fonction  quand  on 

y fait  X = X,. 

Mais  .si  la  fonction  f(x)  devient  infinie  pour.x  = x, , 
ou  si  .r,  est  une  racine  de  l’équation  y(x)  = eo  , 

= O,  on  ne  peut  plus  faire  usage  du  développement 
qui  précède,  et  l’on  est  forcé  de  lui  en  substituer  un  autre. 
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toujours  orduiiiK- suivant  les  puissanees  asceiulaiiles  de  e, 
mais  qui  renferme  des  puissanees  négatives.  Ce  dévelop- 
pement s’obtient  très  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

2.  La  valeur  particulière  j",  peut  être  une  racine  sim- 
ple ou  multiple  de  l'équation  = o-,  t,  sera  une  ra- 

Ji-r) 

tdne  simple,  et  l’équation  = osera  dite  n’avoir  qu’une 

seule  racine  égale  à JC, , lorsque  le  produit  (x  — x,)  _/(x) 
ne  deviendra  pas  infini  ptjur  x = x,.  On  dit,  au  con- 
traire, que  X,  est  une  racine  multipb*  de  l’onlre  m,  ni 

désignant  un  nombre  entier,  ou  que  l’étiuation  = o 

a m racines  égales  à x,,  lorsque  le  produit  (.r  — X|)"y'(x) 
obtient  pour  x = ,r , une  valeur  finie  dillérente  de  zéi  o. 

Posons,  dans  cette  dernière  bypotbèse,  qui  renferme  la 
première  comme  cas  particulier, 

(x  — x,Y‘f{x)  = f(x),  + ')  = -t-  •); 

la  fonction  f(x)  conservant  une  valeurfinie  pourx=  x,, 
on  pourra  développer  f(x, -J-s)  suivant  les  puissanees  as- 
cendantes et  positives  de  £,  et  l’on  aura 

d’où  l’on  tire,  en  divisant  par  e'",  e^t  avant  égard  à l’é-qua- 


tion  /(x,  -+-  £) 


4-  f) 


I f"{x,)  I 


-f'f'xdH .. ... 

l"  ' 1 . 2 i"  ~ * I .2.3 

f" ^ f“(-r . 4-^ 

t i.7..3.,.(m — i)  i.2.3.../n‘ 


Si  ni  est  égal  à l’unité,  ou  si  x est  une  racine  simple  de 
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Dans  tous  les  cas  le  cotîfficient  de -est  ce  que  I\I.  Cauchy 

a appelé  h'  résirhi  de  la  fonction  correspondant  à 

la  valeur  particulière  de  la  variable  x.  Ce  résidu  sera 
donc,  dans  rhvpoihèse  d’une  racine  simple,  f(o’i);  dans 

l’hypothèse  d’une  racine  multiph-, — — ^ 
pourra  toujours  le  calculer,  en  formant  la  fonction 
f(j-)  = {x  — x,'f‘f{x), 

que  l’on  dill'érentiera  ensuite  m — i fois,  pour  y faire 
f"‘~'(.T',)  est  évidemment  aussi  ce  que  de\ ienl 


-f.  ,)  = 


f/""'  f(x,+«) 


lors<|u’on  y fait  e = o.  L’équation  f(j:,  + e)  = s"‘y(.r,-f-e) 
donne  d’ailleurs 

rf"“‘ f(x, i)  rf[i“/(x,-(-i)]_ 

on  aura,  donc 

f t"  - O (x.)  = lini . f ' (x,  H-  e)=lim . , 

f”~‘(x,)  _ * I -t-t)] 

i.a.3...(«) — i)  i.a.3...(/« — i) 

de  sorte  ([U(!  le  résidu  de  la  fonction  J (x),  relatif  à x = x,, 
«»t  ce  rpie  de\ient  l’expn'ssion 

I ^/“-'[."/(x.-t-  )] 

i.a.3...{w — i)  dt”~' 

lors(|ue,  après  la  dillérentiation , on  pose  t = o. 
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/(■')  = 


(x — i)(x-t-  i)’ 


triu-  lolulion  flevient  intiiiic  pour  .r  = i , mais  le  prn- 
(Iiiil 

(x — >)/(‘*^  — — — = l(x) 

rousoi’vc  une  valeur  liuie.  I^e  résiilu  Je  la  foiiciioii 

eorrcspoiidaiit  à x=  i,  sera  dès-lors  l'(i)  ou  ^ ^ = i. 

I.c  résidu  de  celte  même  foiietioii , eorrespmdaiii  à 
r = — I , s'obtiendra  en  formant  le  produit 


(x-h  l)f(x}  = - 

et  iaisant 
ce  f|ui  donnera 

Exempte  : /(x)  = 


X = — I, 


(xlte  fonction  devient  infinie  pour  x = -•,  mais  le  pro- 
jr 

X 

duit , (lui  prend  la  forme  indéterminée  t,  conserve 

néanmoins  pour  x = ^ une  valeur  finie  que  l’on  obtieut 

en  prenant  la  dérivée  du  numérateur  et  du  dénominateur, 
(x'ile  valeur  finie  et  é{;ale  à l'unité  est  le  résidu  de  la 

A 

X 

9. 


fonelion correspondant  à .r  = 

cosx  ‘ 


Exemple  : 
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on  a 

(x-|-l)>/W=  J*—  I =f(x),  f'(x)  = 2.r,  f'(— 0=:  — 2, 

et  — 2 est  le  résidu  de  cette  fonction  i clatif  à x — — i. 

4.  Lorsqu’une  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  une 
série  de  valeurs  particulières  .r, , x, , Xj, . . . x„,  on  peut 
prendre  le  résidu,  ou  suceessivenient  par  rapport  à tou- 
tes les  racines,  ou  partiellement  par  rapporta  quelques- 
unes  seulement.  On  appelle  résidu  intégral  de  la  fonction 
f{x)  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux 
diverses  racines  réelles  et  imaginaires  de  l’équation 

y.^'^=o.  L’extractiondes  résidusest  l’opération  par  laquelle 
on  les  déduit  de  la  fonction  j)roposée.  On  indique  cette 
extraction  à l’aide  de  la  lettre  initiale  ^ , qui  sera  consi- 
dérée comme  une  nouvelle  caractéristique  analogue  aux 
caractéristiques  d,  J , et  pour  exprimer  le  résidu  inté- 
gral de  f (.t)  , on  place  la  lettre  devant  la  fonction  en- 
tourée de  doubles  parenthèses,  ainsi  qu’il  suit: 

l ((/W))- 

Pour  indiquer  le  résidu,  par  rapport  à une  valeur  parti- 
eulière  x = x, , on  rcmplaeera  la  fonction  J (x)  par  la 
fonction  identique 

(^“5 ou  (■^  — 

{x  — X,)  (x  — X,)"  ’ 

et  l’on  mettra  entre  deux  parenthèses,  sous  le  signe  , la 

dilférence  (x  — x,)ou(x — x,)'"  placée  au  dénomina- 
teur ; le  résidu  sera  donc  indiqué  par  l’une  des  notations 

•' r — x,'r/(x) 

((x-x,))  ’ ({{x-x.y))  • 
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Pour  indiquer  le  résidu  pris  par  rapport  à cerlaines  \a- 
leurs  particulières  x,,  x,,  x„.  . . , on  se  servirait  de  la 
notation 

I’  (j  — J.)  (x  — -T.) 


Lorsque  la  fonction  J" (x)  sc  présentera  sous  la  foriiie 
fractionnaire  f(x)  et  que  .nous  voudrons  iudi- 

x{^) 

qucr  la  souuue  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  l’équa- 
tion xW  = <>i  nous  écrirons 


r W 

appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à la  fonction  x(-^)- 
Au  contraire,  la  notation 


r (I<>W)) 


représentera  la  somme  des  résidus  de  J (x)  relatifs  aux 
seules  racines  de  l’équation  — -!-r  =o,  et  l’on  aura  identi- 
quement 


/ ((fM  U _ / ffîMX]  - / /(if  W 

<1^  mx)  ))-C  (1^  ^ ))  - ((;,(x)  {X 


^)D 

0 ■ 


De  même,  si  l’on  suppose  x(^)  = dctix 

notations 


X _ «>(f) r f(f)  _ 

‘^((aM))^(x)’  ‘^a(x)((/«(x)))’ 


exprimeront,  la  première  la  somme  des  résidus  corres- 
pondants aux  racines  de  l’équation  ï.(x)=o,  et  la  seconde 
la  somme  des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de 
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l’équaiioii  — o;  ini  sorte  qu’oii  aura  j;énéralrmciil 

r <p(^)  _ r r 

‘^((A(x)^(x)))-*-((A(.r)))^(.r)  ((^(.r)  ))  A (xj- 

De  iiièmc  encore , si  l’on  suppose  j(x)  = y (t)cj(j’)  , on 
obtiendra  les  équations 

r _ / ((y  W ))”-('^)  , / yJ-^)((  ^W)) 

xi^)  ■ x(x)  x{x) 

P / /■  ^(f)  V\  _ / , f f W 

Vva:  i^)))  ~ ^ ((A(x)  A(x)((^  W j) 

r ((yW))”~W  r y 

AsW  X\x) 

5.  Si  la  fonction  f(x)  est  la  somme  ou  la  dill’éreuce  de 
plusieurs  fonctions  <jp(^),  xW’  est  évident,  d’après  la 
délinition  même  du  résidu  et  du  résidu  intégral , que  le 
résidu  intégral  de  la  somme  de  ces  fonctions  sera  égal  à la 
somme  de  leurs  résidus  intégraux;  on  aura  donc 

a,  ((?i(x)±;j;(x)±etc.))  = tL((ipW))±  tL((>;(-i-)))=t.  . . etc. 

0.  Si  la  fonction  J {x)  est  le  produit  d’une  autre  fonc- 
tion F (x)  par  un  facteur  constaut  a.  on  aura  aussi 

<t((aF(x)j)  = a <i^((F(x))). 

Cette  dernière  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  que 
nous  avons  établie  plus  haut, 

^ i(v(x)^  W )) = tL  ((y )) »■  { -^^ ) -t-  y(x)  (( (x'  )) , 

équation  tjui  correspond  à l’étpiation  dilTérentielle 
il.uv  = udv  + vdii. 

7.  Soit,  de  plus,  f(-T,  s)  une  fonction  des  deux  va- 
riables indépendantes  3\  s . et  supposons  >pie  l'éipiakion 
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4yi 


— !-— ■ = O,  résolue  par  rapport  à x,  fournisse  des  racines 

indépendantes  de  la  variable  z;  si  l’on  désigne  par  Ji 
l’une  de  ces  racities,  il  est  clair  tpie  le  résidu  de  la  fonc- 
tion dérivée  correspondant  à x = JC, , ne  dirt'é- 


rera  pas  de  la  dérivée  relative  à z du  résidu  de  la  fonction 
f(x,  2)5  car  ces  deux  quantités  se  réduiront  l’une  et 

^ f 

l’autre  au  coellicient  du  rapport  — dans  le  développement 


de  l’expression  + e,  z -}- e ),  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  e,  e'. 

En  efl’et,  pour  avoir  le  résidu  de  la  fonction  J{x,  2), 
correspondant  à ar  = x, , il  faut  poser  a-  = x,  +£  et  pren- 
dre dans  le  développement  de  J~  (ar,  -4-  e , 2),  le  coeffi- 
cient de-;  puis,  pour  avoir  la  dirtérenliellc  de  ce  résidu, 

il  faut,  dans  ce  coefiieient  de  - , changer  2 en  2 -|-  e', dé- 


velopper et  prendre  le  coefficient  de  s'  qui  sera  évideiu- 

^ f 

ment  le  coefficient  de  — dans  le  développement  de 


De  même,  pour  avoir  le  résidu  de  la  différentielle,  il 
faut  d’abord  dans  fix,  2)  changer  2 en  2 -f-  e',  prendre 
le  coefiieient  de  e',  y changer  a:  en  a;,  -f-  £,  et  dévelo[>- 


per;  le  coefficient  de  - sera  le  résidu  cherché  et  sera  aussi 
le  coefficient  de  - danslcdéveloppementdey(a:,-|-e,  2-J-e  ); 

t • 

donc , etc. 


Cette;  rcinaiajiie  pouvant  s’étendre  aux  diverses  racines 
de  réi|uation  suppose  indépendanU;s 
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de  la  variable  on  en  conclura 


c’esl-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  est 
égal  à la  dilfércntielle  du  résidu  intégral. 

Mous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  1 inté- 
grale du  résidu  est  égale  au  résidu  de  l’intégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  cal- 
cul des  résidus  suffit.  Il  reste  à faire  connaître  une  de  scs 
principales  applications. 

jdpplicatioti  à la  transformation  d’une  fonction  qui 
devient  inCnie  pour  certaines  valeurs,  et  à la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

En  supposant  tjue  la  fonction  J' (x)  devienne  inü- 
iiie  pour  x = x,,  mais  de  telle  sorte  que  le  produit 
— XiYfix')  = f(x)  conserve  une  valeur  flnie,  nous 
avons  trouvé 


/w= 


(x — x,)”  (x X,)" 


1 (x X,)" 


■ f>.) 

I . 2(x-x,j*~’ 


I _ (x X,) 

•I.7..3  ...(w-l)  f^"“')(x,) 


f(“)fx, 


Posons 

- f;-)  [x,  6 (x  — X,)]  = (x), 

I . 2 . J . . /W 


ç(x)  aura  généralement  pour  x — Xi  uue  valeur  linie 

_ f ^1^^)  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 

1 . 2 3 ...  m ‘ 

tion  f(x)  la  somme 
l(x.)  . f'jx.)  ■ 

(x-x,)"’^  I (x-x.)"-'  I .?.(.r-x,)"-'  ■■■  1.2.3...K1)  (x  — X.) 
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tin  ohtiemlra  une  nouvelle  fonction  !f.(j:),qui  ne  deviendra 
plus  inlinie  pour  x = x,-,  or  cette  somme  de  fractions 
peut,  à l’aide  du  calcul  des  résidus,  se  mettre  sous  une 
forme  très  simple. 

En  eflTct , on  a évidemment , d’après  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  résidus  et  la  manière  de  les  calculer, 

P f(j) 

d’où  l’on  tire,  en  posant  m — i = «,  X—z, 

fWÇx.)  _ r f(z) 

I .2.3.../I  )"+'))  ' 

Si , dans  cette  dernière  équation , ou  fait  tour  à tour 

n — I,  n = 'Z,  n — 3,  , , . n =:  m — i, 

on  trouvera 

f"(x.)_r  fw  f(— )(x.)  _p  f(s) 

1.2  -<-"(((*-x.)î))’  •••  ..2.3...(m-i)-<^(((z-x.)-))' 

Dès  lors  l’équation 


/W  = 


_ 


devient 


(x— X,)' 


p(x) 


f(*) 


-L 


f{s) 


(x-xTj^^^O-x.))  (x-x>- <^(({s-x.>  )){ 


_ _! / 

fr-.  ,■ 


f(z) 


t{z) 


■ 


(x-x,)--*  ^{((z-x,y)}"‘  x-x.  ‘^(((z  — x^)  î 

En  faisant  entrer  sous  le  signe  <1^,  qui  se  rapporte  à z, 
les  quantités  i.)»-.  ’ • • ' P«“‘  «'«g*'- 


Digitized  by  Google 


/w- 


4y4  r.Al.Crl.  IIIFVÉREKTIEI.. 

(irr  comme  constantes,  réduisant  au  même  dénominateur 
et  observant  que  le  résidu  de  la  sontme  est  égal  à la  somm<‘ 
des  résidus,  on  obtiendra  successivement 


Irr- 


f(ü) 


fU)  _ / r (^— r,)"-(z-:r.)”  1 _ , , 


/W  £ 


({z) 


, / _ 

^ ! T. r 


{(z){z-x,Y‘ 


(x  - ï)  ( ((î  - X,  ) "))  i X - X,  ) " (((î  - X.  )"))(x-s) 


Le  second  des  résidus  du  premier  membre,  ou  le  ré* 
sidn  de  la  fonction 


fM(s— X,)"  _ ((z) 

(x X,)'"(z X,)"  (x  — z)  (x  — x,)"(x  — z)  ’ 

relatif  à s ~ j', , est  évidemment  nul,  puisque  cette 
fonction  ne  devient  pas  infinie  pour  a = x,  ; on  a donc 
plus  simplement 


/M- 


' fl» 

'fx— 2)(((2  — X,)")) 


= I?W, 


OU,  en  mettant  pour  f(z)  sa  valeur  J'(z)(z  — x,)* 

y /(2)(z--r.)"  f /(2)(2-x.)  _ 

fi^^-<^(.r-z){{(z-x,)-))--^'^  ‘ <^(x-2)((2-X.))“^ 


<p{x). 


Il  résulte  de  cette  dernière  équation  que,  pour  déduire 
de  la  fonction y(x),  qui  devient  infinie  lorsqu’on  suppos<* 
X = X, , une  autre  fonction  qui  conserve  dans  la  même 
hypothèse  une  valeur  finie,  ilsullit  de  retrancher  àv  f{x) 
une  somme  de  fractions  rationnelles  équivalentes  à l’ex- 
pression ô ■ c’est-à-dire  au  résidu  de  la 

^ fx  — s)((2— X,)) 

fonction  relatif  h z — w,. 
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i).  (’■< mot* VOUS  maiiiU'iiaiit  (juc  l'on  veuille  déduire  de 
la  fonction  y (j’)  une  autre  {'onctioii  ([ui  ne  devienne  in- 
liniç  pour  aurunc  des  racines  x, , x,,  ...x„  de  l'équation 

f '(.r)  = 00  , = O,  il  stiliira  évidemment  de  retrancher 

^ ’/(.r) 

/(a) 

de  f'(x)  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  — cor- 

.r  \ / X Z 

resjKmdant  aux  valeurs  z =x,,  z = x,,...  qui  peuvent 
rendre  cette  fonction  infinie,  on  le  résidu  intégral  de 

cette  fonction  représenté  par  la  notation  donc 

si  l'( 


pose 


fi-r)  — = 9('î^), 


la  fonction  eons«'rvera  une  valeur  finie  pour  toutes 

les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
Ou  pourra  donc  toujours  décomposer  une  fonction  don- 
née en  deux  parties,  dont  l'une  soit  la  somme  de  fractions 
rationnelles,  et  dont  l'antre  ne  devienne  jamais  infinie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  on  J (x)  désigne  une  fraction 
ratifuinelle,  la  fonction  qui  est  ce  ([u'on  obtient 

quand  delà  fonction  donnéeon  relrancheunescricdcfrac- 
tions  rationnelles,  ne  peut  être  €|u’une  fraction  de  même 
espèce, maisqui  ne  puisse  jamais  devenir  infinie,  ou  dont 
le  dénominateur  ne  puis.se  jamais  s’évanouir.  Dès-lois  le 
dénominateur  de  9(x)  doit  être  constant,  et  9(x)  ne  peut 
être  qu'une  fonction  entière  de  .r. 


F(x) 

De  plus,  si  dans  la  fraction  rationnelle  /(x)  = le 

F (x) 

degré  du  dénominateur  surpasse  le  degré  du  numérateur, 
cette  fonction  s’évanouira  pour  des  valeurs  iufinies  de  x, 

ainsi  que  l’expression  Il  devra  donc  en  être 


aussi  de  même  de  la  fonction  entière  9(x).  Mais  une 
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foiiclion  ciilière  qui  s’évanouit  pour  or  = o:  doit  élir 
identiquement  nulle.  On  aura  donc,  dans  cette  hypollièse, 

= O,  /(X)  = i 

à l’aide  de  cette  formule,  on  pourra  décomposer,  dans  tous 
les  cas  possibles , la  fraction  rationnelle  f{x)en  fractions 
simples. 

H.  Exemples,  i”  f{x)  = 


on  aura 


(.r— i)*  (x-t-  i)’ 


Pour  calctder  le  premier  résidu,  il  faut  multiplier  la 
fonction  sous  le  signe  par  (z  — i)’,  dilférentier,  et 
faire  x = t . On  trouve  de  cette  manière 

r ! . 


'^(x  — ï)(((z— l)*))(z-hl)  4(->^— «)  a(x— l)*’ 

on  trouve  plus  facilement  encore 

l 


(x  — z)(z  — i)*f(i4-i))  + 


on  aura  done 

I 


(x— l)’(x+l)  ^x+\  \x 


I I I 

4-  - • 


on  trouvera 

fW 


(x—  x,)(x  — x,j...  [x  — x„)’ 


fz 


x,)(x— x,)...(x— x„)  ({z  — x,))(z  — x,)....(z— x„)x  — Z 

î>) f(-r.) I 

- (z  — x,)(z  — x,)...((z  — x,))x— Z (x,— x,)(x,— X})...(x,  — x„)  (x X.) 

fl>i) ' , , fw  I 


— x,)(x, — X3)...(x, — x„).r  — X, 


J^i)--.(x„— X,_,)  X — x„ 
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t:l  par  siiitr 

_ (.r  — j.-.)(x  — xi)(x  — J,)  f , , 

(x.-x.)(x.-x,)...(x.-x,)  ' ••• 

(X— x,)(x— x,)fx  — X3)...(x  — x„_.,) 

‘ / ’ ' ' \/  \ / * ~ 

(x„ — X,)(x„  — x,)...(x„ X«_,l 

Cette  dernière  équation  est  la  formule  d’interpolation  de 
Lagrange. 

ia“.  Reprenons  l’équation  J^(x)  ~ t. 

Si  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  .r,  on  at- 
tribue à la  variable  0*  une  valeur  infinie,  et  si  l’on  désigne 
par  /^la  valeur  rorrespondantc  du  produit  xf\x)^  on  aura 

r iism 


•r/(x)  = 

et  en  passant  à la  limite. 


2 

.r 


^=u((/W))- 

Si  la  (juantité./*' s'évanouit,  on  aura  sim)>lemenl 

I ((/(.)))  = O. 

Cette  dernière  formule  sulisistera  toutes  les  fois  que  dans 
la  fraction  rationnelle,  désignée  par  J\x),  la  dillé- 
rence  entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  nu- 
mérateur sera  supérieure  à l’iinité;  alors,  en  ell'et,  dans 
X J f x) 

le  produit  xj’(x)  = — y,  le  degré  du  «lénominatetir  est 

encore  plus  gr  and  (jue  celui  du  numérateur,  cl  ce  produit 
s’évanouir-a  par-  r-onséquenl  quand  on  fer  a x = oo. 

Si  la  quantité  F était  égale  à ruriité,  ce  rpii  attrait  lieu 

nar  exemple  si  dans  la  fraction  raliotinelle  ^-v,  le  degré 
' * x{^) 

dti  dénominateur  surpassait  d’une  utiité  seulement  le 

degré  du  nUirtératetir,  et  si  de  pitis  les  coelliciettls  de  la 

T.  t.  3u 
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j)liis  liaiiie  |)iiis.siim  <'  île  X au  numérateur  et  au  ilénomi- 
nalenr  étaient  éf;au\,  on  aurait 

I ({/m  = <■ 

h:x<;n,,le  : f{x)  = ^ t . ; 1>  :Tï:)  : 

on  aura 

I*  ' ■ ^ * 

4^  (l/(2)))  — _ jrj)  ...{x,—x„} 

^ I 

[Xj  . (jT,  J*n,)  JTj)  . . , X„  _ j 

la  somme  du  second  membre  sera  égale  à o si  « <;  i«  — i, 
et  égale  à l'unité  si  n = m — i , ce  qu'on  savait  déjà. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 


Principes  élémentaires  du  calcul  direct  aux  différences  ffnies. 


Soit  y — fip^)  fonction  quelconque  de  la  variable 
■T,  et  h un  arrroissemeiU  quelconque  atlribiié  h cette  va- 
riable; f{x-\-  h)  — csl  fc  qu’on  appelle  la  diüe- 
rcuce  finie  de  la  fonction  r;  on  désigne  cette  même  dif- 
férence par  la  notation  A)',  ou  Af(x)\  en  sorte  qu’on  a, 
en  supposant 

fl ) X = /(■*■)•  (’)  • + *)  — /W- 

l.,orsqn’on  supjiose  ■)  = x,  l’équation  précédente  devient 
ix  — h. 


La  dilféi’ence  finie  de  la  variable  x n’est  donc  autre  chose 
que  l’accroissement  h attribué  à cette  même  variable. 

Si  l’on  prend  successivement  pour  j'  ditVércntes  fonc- 
tions de  X,  on  obtiendi'a  pour  A>  autant  de  valeurs  cor- 
respondantes ipii  seront  fonctions  de  x et  de  /i.  On  trou- 
vera, par  exemple,  en  supiiosant 


X = X -X  a, 

...SX  = h. 

X=ax,.... 

..  SX=n[^-^  — MX  — ah, 

X=a\.... 

. . = + * — a’— [a'' — i)«'', 

X = e",.... 

..Syz=t:“'.‘  + '''>~-e“’—[,’^  — i 

y = sin^x^ . 

..  =Tsin(ar-+-ffA)  — sin</a--=  » sin  ( 

X =lx, 

. . Av  = l(.r  -t-  A ) — 1 A — 1 ; 1 H Y 

fi/i 


ah 


3a . . 
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Enfin  si  l'on  jnviul  i = .r'".  m désignant  un  nombre 
entier,  on  trouvera 


, ,,  m , nilm — 

sr  = (x-h/i)"'—jf’  = — /i.rr-'-i — 5 

J I 1.2 


l) 

-iA'.r"-’ 


-4-. 

I 


Le^  différences  biiies  des  i'onclions  de  fonctions , des 
fonctions  composées,  se  déduiront  avec  la  mèmefacililé  de 
l’équation  (2).  On  peut  même  faire  à ce  sujet  quelques 
remarques  qu’il  importe  de  retenir. 

Soi  ent  d’abord 

r = au,  U = F (x) , 

U désignant  une  fonction  de  la  variable  .r,  et  a une  quan- 
tité constante  ; on  aura 

ar=flF(x-j-/')  — oFix)=::a[F(x  -h/i) — F(x)]  = flAa. 
Soient,  en  second  lieu, 

y t=r  U -h  I'  -h  <r  -h  ...etc.,  H = F(x),  i>  = ê’(x),  «'  = /(x)... , 

U,  e,  AV  désignant  diverses  fonctions  de  la  variable  x,  on 
trouvera 

A/  = F (x  -H  //)  -h  F(x  -h  /i)  -h  /(x  -h  A)  -H  ... 

— F(x) — ê’(x)  — /(x) — ...=  i« -I-  Ac Aiv  -h  ... 

Enfin  si  l’On  suppose 

J-  au  -t-  />P  -h  fw  ~h  , 

U,  V,  AV  désignant  des  fon«'tions  de  la  variable  x,  et  a,  b,  c 
des  quantités  constantes,  on  trouvera  encore  de  la  même 
manière 

A.^  =:  «AM  -t-  Aac  -|-  CA<v  -t-  . . . . 

Si  l’on  prend  pour  y un  jiolvnome  entier  du  degré  n,  ou 
si  l’on  fil 


X — ox"  -h  bx“  * -1- ■+-  kx  l,  ' 
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on  aura 

A7=  aA.x»-t-  Ai.jr'-'  + : 4-  Xwur. 

I)  ailleurs  A.  X",  A.  Axsont  des  fonctions  ratiunnel- 

lesdexclde  A,  dont  une  seulement,  savoir,  A.X‘,  est  par 
rapport  à x du  degré  n — i , les  autres  étant  d’un  degré 
inférieur.  La  dilTércnce  finie  d’un  polynôme  en  x du  de- 
gré « est  donc  un  nouveau  polynôme  en  x du  degi-é  n — i . 

Revenons  maintenant  à l’équation  générale 

V = /(•»■•  -I-  !•)  - /Wi 

lorsque  l’on  considère  l’accroissement  de  la  variable  x 
comme  une  quantité  constante,  la  valeur  de  Ay  déterminée 
par  cette  équation  est  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  dif- 
férence finiede  cette  nouvelle  fonction,  savoir  A.  Ay,estce 
qu’on  appcllcladilférencc  finie  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion j ; on  la  désigne,  pourabr^er,  par  A’y.  De  même,  la 
dilTércnce  finie  de  A*y  est  ce  cpi’on  appelle  la  dilTérencc 
finie  du  troisième  ordre  de  la  fonction  y;  on  la  désigne, 
pour  abréger,  par  A^,  et  aiusi  de  suite.  £n  général,  lors- 
qu’on a pris  n fois  de  suite  la  dilTérencc  finie  de  la  fonction 
r,  le  résultat  est  ce  qu’on  appelle  la  dilTérencc  finie  du 
ordre  de  la  fonction  y,  et  s’iiidiqnc  par  la  notation 
A")' . On  a donc 

A'y  = i.:\r,  = AAiy  et  a"/  = 

Les  dilTérences  finies  des  divers  ordres  d’une  fonction  y 
s’obtiennent  avec  la  même  facilité  que  la  diflërence  finie 
du  prelnier  ordre,  et  peuvent  i|uelquefois  s’exprimer 
d’une  manière  très  simple.  Supposons  par  exemple  y=:a'. 

En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  les  dilTérences  finies 
des  deux  membres  de  l’équation  précédente,  on  trouvera 

Ay  = '(«*  — 

A'y  — — i)  ^.ll'  — («*  — 

A^y  = (fl*  — i)’A.a‘  («*  — 
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et,  en  général, 

A". a*  = (a*  — i)"a*. 

Cette  dernière  formule  sera  souvent  employée  dans  ce 
qui  va  suivre. 

Supposons  en  second  lieu  y = au  ; u désignant  une 
fonction  de  jc,  et  a une  quantité  constante,  on  trouvera 

successivement  ■ 

sy  = a^u, 
r=  a\'u, 

^''jr  = a^"u. 

De  même,  si  l’on  avait^  = m 4-  e -H  w,  ou  en  conclu-, 
rait  généralement 

à"u  4-  A"r  -f-  A"«', 

et  l’équation 

y = au  -f-  bv  -h  ctv  etc. 

entraînerait  également  la  suivante, 

s’y  ~ ns’u  4-  bs’v  4-  eA"«<  4-  etc. 

11  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  moment  notre  attention 
sur  les  difl’érences  finies  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  la  variable  x. 

Soit  n le  degré  d’une  semblable  fonction,  et 

y = ax’  4-  bx’~'  4-.  . . 4-  4-  / 

cette  fonction  elle-même.  Sa  différence  finie  du  premier 
ordre,  en  vertu  de  ce  qui  a été  dit  plus  haut , sera  un  po- 
lynôme en  X du  degré  n — i . Par  la  même  raison  , sa 
différence  finie  du  second  ordre  sera  un  polynôme  en  x 
du  degré  n — 2 etc.  Enfin , la  diflérence  finie  de  l'ordre 
n sera  im  polynôme  du  degré  zéro,  c’est-à-dire  une  quan- 
tité constante. 

La  diflérence  finie  de  l’ordre  n étant  constante,  toute 


Digilized  by  Google 


».>I!AIV»NTF.-I>RI1'(IKME  t,F\;OA.  So.i 

dillën-nif  finie  il’un  onlre  supérieur  sera  évicleiuiueiit 
nulle.  Ainsi  les  dilféreuccs  linies  (fini  polynôme  du  de- 
gré n s’évanouissent  loi'siju’elles  sont  d’un  ordre  supé- 
rieur à ce  degré.  Ce  résultat  subsiste  évidemment  dans  le 
cas  mémi!  où  le  polynôme  se  réduirait  .à  un  seul  terme. 
On  trouvera,  par  exemple, 

= O, . . y+'.x"  = O,  etc. 

La  ditférence  finie  de  l'ordre  n d’un  polynôme  du  degré  n 
étant  une  quantité  constante,  on  peut  être  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  celte  même  quantité.  Soit  donc 

y — ttjr^  -<r  bx^-' ...  -k-  kx  + l. 

Si  l’on  prend  n fois  de  suite  les  différences  linies  des  deux 
membres  de  l’équaliou  précédente , on-  aura 

A" J'  = a\''.x“  -)-  6a".x“”‘ . . . X = rtA".a". 

Reste  maintenant  à déterminai'  la  valeur  de  or  on 

a déjà  trouvé 

, n n — I . 

A.x"  = nhx"  • H — . - b'x“~‘  -t-  etc. 

I 2 

Si  l'on  prend  n — i fois  de  suite  la  différence  finie  des 
deux  membres  de  la  formule  préctxlente,  en  ayant  égard 
aux  équations 

^‘•-•.x*-'  = O,  A""'.-c"~^  = O,  . . A"- 'a;  = o, 

on  obtiendra  la  suivante 

A"~‘.A..r*  = 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

A''..i"  nh\"~' .j  "-' . 
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Oïl  trouvera  de  la  même  manière 


à'.Jc'  = ih^, 
ix  = I . //. 

En  multipliant  respectivement  ces  diverses  (kjuatioiis 
l’une  par  l’autre , et  supprimant  dans  le  résultat  les  fac- 
teurs communs , on  trouvera 

A".x"  = i.a.3...(/t — ï)nA“. 

Cette  valeur  de  A". a:",  substituée  dans  la  formule 
= a A".a:"  , fera  connaître  la  valeur  de  A'y  dans  le 
cas  où  l’on  suppose  = ax"  -|-  bx"~' ...  -4-  etc.,  et  l’on 
aura  pour  cetti;  même  valeur  : 

= I . 2 . 3.  . .na/i". 

Supposons  maintenant  généralement 

X =/(x). 

Si  l’on  prend  plusieurs  fois  de  suite  les  diflérences  finies 
des  deux  membres  de  l’équation  précédente . on  en  con- 
clura successivement, 

\y  = A./(x)  =/(x  -f-  h)  —f{x), 
a*^=a/^x-h/i)— a./(x)=/(x-4-2A)— -/(x-H/ii— /(x-f-//)-h/"(x) 
=/{x-X  ih)—if{x  -+-  h)+f  {x), 
A^j^=  A./(x-t-  a/i)  — 2A./(x-|-/i)-+-  A./(x! 

=/(x-l-3/()— /(x-t-aè) — a/(x-)-2/i)-+-?/(x'-(-A)-t-y(x-|-/i)— /(x) 
=/(x  -I-  Zh)  — 3/(x  -1-  3/(x  -K  h)  -/(x), 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l’on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

/(X  -(-  h)  = J',,  /(x  4-  7.A)  J-,, 

et  en  général 

/{X  -r  »/i,:  = , 
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les  équations  précédentes  deviendront 

= J-  — r> 

= y>  — V.  -f-  y, 

■iV  = yi  — -V,  + 3j.  — J'. 

On  trouvera  de  même,  en  général, 

« n (n — 1 ) , 

^'y  — y»  — -y.-,  + - — —y.-,-..^z  ny,±:  y. 

Pour  démontrer  rigoureusement  celte  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  , obtenue  par 
des  calculs  semblables  à ceux  qui  précèdent,  est  néce^ai- 
rement  une  fonction  linéaire  des  cpiaulités^j’',^^, 
puis  on  déterminera  cette  même  fonction  à l’aide  du 
théorème  suivant. 

Théorème  i"'.  Pour  déterminer  une  fonction  linéaire 
des  quantités  J',  , . . . jr„,  il  suffit  de  calculer  la  va- 

leur particulière  que  reçoit  cette  fonction  dans  le  cas  où 
l’on  suppose de  remplacer,  dans  cette  valeur  par- 
ticulière, a-^  par  l’unité,  n*parj^;  de  développer  le  résul- 
tat obtenu  suivant  les  puissances  ascciidantes'de^,  et  de 
substituer  dans  le  développement 

y k r”  = I, 
r.  à y-, 
y.  à y‘, 

yi  à y^, 


y.  à -r", 

c’est-à-dire  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 
Dcnionstrntion.  Soit  en  effet 

A)„  -t-  Br,  -(-  C/,.  . . =r  « 
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la  fonction  linéaire  dont  il  s’agit,  A,  B,  C,  etc.,  désignant 
des  quantités  constantes.  Si  l’on  fait  on  trouvera 

= a* 

y,  = «*+**,  etc., 

et  par  suite  la  fonction  « obtiendra  la  valeur  particulière 
qui  suit 

a‘{A  + Ba*  Ca>*4-...); 

et  pour  en  déduire  la  fonction  proposée  elle-même,  il 
sullira  évidemment  de  poser  a'  = i , «*  = j',  et  de  rempla- 
cer les  exposants  de  la  lettre  y par  des  indices,  la  variable 
y=. y (x) étant  censée  correspondre  à l’indice  o,  ou,  en 
d'autres  termes,  les  deux  expressions  et  y étant  con- 
sidérées comme  synonymes. 

Au  moyen  du  théorème  qu’on  vient  d’établir,  on  dé- 
terminera facilement  la  valeur  de  en  fonction  de 

y t y ^ t J^»ï****ï  y n- 

En  effet,  devant  être  une  fonction  linéaire  de  ces 
mêmes  quantités,  on  pourra  déduire  sa  valeur  générale  de 
la  “valeur  particulière  correspondante  a y = or,  en 
supposant  J-  = a^,  on  a déjà  trouvé 

A"/  = a*  (fl*  — i)". 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplace 
rt-*  par  l’unité,  et  n*  par_y,  on  obtiendra  la  formule  sym- 
bolique 

i'r  = (/  — ')"• 

Si  l’on  développe  le  second  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  ascendantes  dey,  et  que  l’on  rem- 
place dans  ce  développement  les  exposants  par  des  indices 
et  y"  par  y,  on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  do  A")\ 

A y = y. ,v.  -y  y, _ • "y,  ± . 

I \ 7. 
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Nous  veuuusd’exprimer  Ù!'y  en  fonction  de  X,  J-,--- 
On  peut  réciproquement  exprimer  y„  en  fonction  de 
y,  Ay,  A’y,  etc.  On  y parvient  de  la  manière  suivante  : 
On  tire  de  l’équation 

— j.  = y-hày, 

ou,  si  l’on  faity  = f(x), 

/{x-h  h)  =/{x]  -+-  a./(x). 

Cette  dernière  équation  subsiste , quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f(x).  Si  l’on  y met  successivement  à la  place  de y’(x) 

/(x-t-è),  f{x-\-ih),  f{x  + nh), 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

/(x  -I-  aè)  =/(x  -+-  A)-t-  4./(x  -I-  A), 

/(x  -t-  3A)  =/{x  -(-  aA)  -f-  â./(x  aA) , 

f{x-\-nh)  =/[x -+-■(«—  i)  A]  -t-  à./[x-^-(n—  i)  A), 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

7,  =r.  -t-  ^7.. 

73  =7>  + 47.. 


7»  = 7«-i  + ■^7«-.- 

Si  dans  la  première  des  équations  précédentes  ou  remet 
pour  j'i  sa  valeur  y 4-  Ay,  on  trouvera 

7i  =7.  AT,  = 7 -t-  A7  -1-  A7  -I-  4*7  = 7 + »*7  + '4*7- 
De  mémo,  si  l’on  remet  cette  valeur  de  7,  dans  l’équation. 
73  = 7.  + ^7>. 

on  ti'ouvcra 

vj  = 7,-t-  A)',  =7  -t-  a 17  -j-  A*  >-  -t-  AV  4-  aA‘7  -t-  a^  v 

= 74-  3a7  4-  3a'4'4-  a^7- 
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Kn  continuant  de  même  on  trouvera  généralement 
n n{n — i)  n 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de obtenue  j>ar  des 
calculs  semblables  à ceux  qui  précèdent  est  néccssaircv 
mentune  fonction  linéaire  des  quanti tés_y,  ^y,  A’y,  A'y; 
puis  l’on  déterminera  cette  même  fonction  à l’aide  du 
théorème  suivant  : 

Théorème  2“'.  Pour  déterminer  complètement  une 
fonction  linéaire  des  quantités  j-,  A’y,  etc.,  il  suffit 
de  calculer  la  valeur  particulière  que  reçoit  cette  fonction 
dans  le  cas  où  l’on  pose  = «■*,  de  remplacer  dans  cette 
valeur  particulière  par  y,  «*  par  i -H  A,  de  déve- 
lopper le  résultat  obtenu  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  A,  et  de  substituer  dans  ce  développement,  à 
chaque  produit  de  la  forme  A"  Xj',  la  dilférence  linie  A"y. 
Démonstration.  Soit 

\y  -t-  Bir  4-  Ci’j.  . 

la  fonction  linéaire  dont  il  s’agit.  Sa  valeur  particulière 
correspondant  au  cas  où  l’on  suppose^  = sera 

[A  -(-  B (<i*  — I ) -(-  C (a*  — I )*...]  O*. 

Si , dans  cette  valeur  particulière,  011  remplace  n‘  par  y , 
a*  par  i -}-  A,  on  obtiendra  l’expression 

(A-f-Bt  -I-  Ca‘-i-  = \j  + BiX  y 4-  Ci'  X r • • 

et  si,  dans  cette  dernière,  on  considère  Ay,  A’y,  etc., 
comme  représentant,  non  les  produits  de  A,  A’  par  y, 
mais  des  dill’érences  finies  du  premier,  du  second  or- 
dre, etc.,  on  relrouvera  é>  idenimcnl  l.i  fonction  linéaire 
propostitî. 

(’.herchons.  à r.iide  de  ce  diéorème.  la  valeur  générale 
de  y„  en  fonction  «le  y,  A> , A’>  . ..  On  trouvera  «l  aboKl , 
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. 'l'ii  faisant  )'  = a', 

r, 

Si,  clans  le  second  membre  de  cette  éc)uation,  on  rem- 
place a'  paj'j,  O*  par  i -+- A,  on  obtiendra  la  formule 
symbolique 

r-  = (>  + A)'r- 

En  développant  cette  dernière  et  substituant  aux  pro- 
duits A'j  les  différences  finies  tpii  s’écrivent  de  la 
même  manière,  on  trouvera 

n n n — i n 

y.=y  -+-  -J-A/-»--.— ^ ...  A* J ; 

ce  qu’il  s'aç;issait  de  démontrer. 

Dans  la  dernière  leçon , nous  avons  démontré  les  deux 
équations 

n n , 

A"r  =r« — Y r»-i  + • • ^7.^'-  =*=  y 

= f{x-\-nh)-\--^f{x-\-{n  — \)h]-^...Z^'^f{x  -h  /t)±:f{x), 
r«  + «A)  = jr  -f-  7 A/  -I-  • ■ 7 A"~‘ J'  -H  A"/  , 

et  nous  avons  remarqué  que  l’on  pouvait  présenter  cés 
deux  écpiations  .sous  une  forme  symbolique  en  écrivant 

= (r— O"»  .>•«  = (' +i)"r- 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  mêmes  formules.  , 

Si  l’on  suppose  dans  la  première^  = x",  m étant  un 
nombre  entier  inférieur  àn,  A".x"'  étant  alors  égal  à 
léro,  on  trouvera 

l'j-f-nA)"  — -[x+{n  — i)^l"  + -(a:  -H  A)"±Ar"=  o. 

Si  l'on  suppose  au  contraire  y = x“,  on  aura,  comme  011 
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l’a  f'ail  voir  dans  la  dernièrr»  leçon  , 

A"..r"  I.?, .3..  nh'\ 

et  par  suite 

[x  nh)" [.r  -f-  («  — I )A]’  ...  ±x"  f=  I . a Z . .nh‘. 


Si  dans  les  formules  précédentes  on  fait  x = o,  les  deux 
membres  de  chacune  d’elles  deviennent  divisibles  par  //’" 
ou  A",  et  l’on  en  tirera 


n,  , n(n — i) , ^ 

n" (n  — I r -H  - = [n  — 2 r — etc.  = o, 

I ' ' 12^ 

n,  . n{n — i).  . 

«" •\n  — II"  — 2)"  — etc.  = 1.2.3..  n. 

1 12 


La  dernière  de  celles-ci  sert  à démontrer  le  théorème  de 
Wilson,  savoir,  que  le  produit  i.2.3...«,  augmenté  de 
l’unité , devient  divisible  par  /i  -f-  i , toutes  les  fois  que 
/»  -f-  I est  un  nombre  premier.  Ainsi , par  exemple , le 
produit  1 . 2 . 3 . 4 = 24»  augmenté  de  runi té,  devient  di- 
visible par  5.  Le  produit  1.2. 3. 4. 5. 6 = 720 , augmenté 
de  l’unité,  devient  divisible  par  7. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  série 
que  je  viens  de  rapporter,  a été  donnée  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  et  par  Euler  dans  scs  Opus- 
cules analytiques.  Ceux  qui  désireront  en  connaître  les 
détails  les  trouveront  dans  la  Théorie  <{es  nombres  de 
Legendre,  à la  tête  delà  seconde  partie. 

Je  passe  maintenant  aux  applications  que  l’on  peut  faiixi 
de  la  formule 

,,  n it[n — 1) 

f(x  ->r  nh)=y  ->r  - — “ H-  etc. 


Si  l’on  suppose  dans  cette  formulen/i  =/r,  x—x„  et  que 
l’on  désigne  respectivement  par  yo,Aj„,  A’jq,  etc.,ceque 
devienneuty,  Aj,  A*j,  etc.,  en  vertu  de  riiypotbèse 
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X =r  .Tj, , on  aura 

A/u  ^ ^ — à 


Si  l’on  fait  dans  cetlo  dernière  -4-  A-  = X,  on  trouvera 

r/v\ , X — x„A/„  (X  Xo)(X  Xo  A) 

- -J-  H 


l’outefois,  cette  dernière  équation  suppose  queX — Xo=A 
est  un  multiple  de  h. 

En  recourant  à des  équations  du  genre  de  celles  que 
nous  avons  déjà  nommées  équations  symboliques,  on  peut 
retrouver  d’une  manière  très  élégante  et  très  simple  les 
deux  formules  fondamentales  du  calcul  aux  dilférences 
finies.  La  notation  D,  indiquera , comme  nous  l’avons 
déjà  admis,  que  l’on  prend  la  dérivée  par  rapport  à x,  et 
les  dérivées  successives  d’une  fonction  quelconque  y de  x 
seront  représentées  par  les  notations  D,_y,  ...  DJJ  y. 

On  aura  dès-lors,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 
h à’ 

^ ir  = + 7 - , . 


on  , ce  qui  revient  au  même  , 

/ 1 -f-  1)  r = f I -I — D,  -t I)î . . 

I 1.2  J 

Cette  équation  symbolique  subsi.ste  quel  que  soitj)',,ceque 
l’on  exprime  en  écrivant 

//  //^ 

I — ^ A I — 0/  - — D J.  “4“  6tC., 

I 1 . 

ou  plu»  simplcinenl 


1 -(-  A = <•*”'. 

De  cette  dernière  équation  symbolique  on  tin: 


r 


A .. 


I 
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ft  |)ar  consé(jueiit 


A"  — I > = 1.”^'^’  — 

^ ' 1 ■ 

— 1“  “ C • . • -J—  I ) 

I .2 

ou , ce  qui  revient  au  même , à cause  des  équations 
,r  -+-  s/  =/{^  -H  //  ) = /{x  -t-  nh)  = r«  = » 

h-y  = H-etc...±  r==r,  + ”r^,-  ±r; 


■?S'.  = (,-)- a)*  iki L]  a«  . . . + A», 


c’est-à-dire 


= r -1-  «sr  H 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


nin — i) 
^i'F 


n{n  — I ) 

r„=  y y-  «Av  H s^r----hs"y. 

I . 9. 

Nota.  En  indiqtiant  par  Dj.u,  I),«,  D,u  les  d(:rivées 
d’une  fonction  u = F (x,y,  z),  prises  par  rapport  à 
x,jr,  Z. . la  formule  de  Taylor,  étendue  au  cas  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes , jx)urra 
se  mettre  sous  la  forme 


\lt  I 

Nous  vern)us  plus  tard  à combien  d’heureuses  transfor- 
mations cette  formule  peut  conduire,  et  quels  immenses 
avantages  on  pourrait  retirer  de  l’emploi  habituel  tles 
notations  D.,  D„  I) 
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PREMIÈRE  NOTE. 


SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  D'INTERPOLATION; 
Par  M.  CavciiV. 


, Dans  les  applications  de  l’analyse  à la  Géométrie , à la 
Physique,  à l’Astronomie,...  deux  sortes  de  questions  se 
présentent  à résoudre:  il  s'agit,  i"  de  trouver  les  lois 
générales  des  figures  et  des  phénomènes,  c’est-à-dire  la 
forme  générale  des  équations  qui  existent  entre  les  di- 
verses variables;  par  exemple,  entre  les  coordonnées  des 
courbes  et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  le  temps,  les 
espaces  parcourus  par  les  mobiles,  çtc...;  a"  de  fixer  en 
nombres  les  valeurs  des  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l’expression  de  «es  mêmes  lois, 
c’est-à-dire  les  valeurs  des  coelficients  inconnus  que  ren- 
ferment les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on 
distingue  ordinairement,  comme  l’on  sait,  relies  qui  peu- 
vent varier  indépendamment  les  unes  des  autres,  et  que 
l'on  nomme  pour  cette  raison  variables  indépendantes, 
d’avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  résolution  îles  di- 
verses équations , et  qui  se  nomment  fonctions  des  varia- 
bles indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de 
T.  I.  èi 
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tx's  fonctions  , et  supposons  qu’elle  se  déduise  des  variables 
indépendantes  par  une  équation  ou  formule  t|ui  renferme 
un  certain  nombre  de  coefficients.  Un  pareil  nombre 
d’observations  ou  d’expériences , dont  chacune  fournira 
une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspondante  à 
un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes, suffira  pour  la  détermination  numérique  de  tous 
ces  coefficients  ; et,  cette  détermination  faite,  ou  pourra  ob- 
tenir sans  difficulté  de  nouvelles  valeurs  de  la  fonction  cor- 
respondantes à de  nouveaux  systèmes  de  valeurs  des  varia- 
bles indépendantes , et  résoudre  ainsi  ce  <ju’on  appelle  le 
problème  de  l’interpolation.  Par  exemple  , si  l’ordonnée 
d’une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l’abscisse 
par  une  équation  qui  renferme  trois  paramètres,  il  suffira 
de  connaître  trois  points  de  la  courbe,  c’est-à-dire  trois  va- 
leurs particulières  de  l’ordonnée  correspondantes  à trois^ 
valeurs  particulières  de  l’abscisse,  pour  déterminer  les  trois, 
paramètres;  et,  cette  détermination  efl'ectuée,  on  pourra 
sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant  les  co- 
ordonnées d’un  nombre  aussi  grand  que  l’on  voudra  de 
nouveaux  points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  com- 
pris entre  les  points  donnés.  Ainsi  , envisagé  dans  toute 
son  étendue,  le  problème  de  l’interpolation  consiste  à 
déterminer  les  coefficients  ou  constantes  arbitraires  que 
renferme  l’expression  des  lois  générales  des  figures  ou  des 
phénomènes , d’après  un  nombre  au  moins  égal  de  points 
donnés,  ou  d’observations,  ou  d’expériences.  Dans  une 
foule  de  questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au 
premier  degré  seulement  dans  les  éqtutions  qui  les  ren- 
ferment. C’est  précisément  ce  qui  arrive  lorsqu’une  fouc- 
lion  est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissanc-es  ascendantes  ou  descendantes  d’une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d’un  même  aie.  Alors  il  s’agit  de 
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(léltn:iuiiier  les  coeflicieiits  de  ceux  des  termes  de  la  série 
que  l’on  ne  peut  négliger  sans  avoir  à craindre  qu’il  en 
résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonction. 
Dans  le  petit  nombre  de  forinides  qui  ont  été  profiosées 
pour  cet  objet,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du 
calcul  des  différences  finies,  mais  applicable  seulement 
au  cas  où  les  diverses  valeurs  de  la  variable  indépendante 
sont  équidifféreutes  entre  elles,  et  la  formule  de  Lagrange 
applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  à des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riaSle  indépendante.  Toutefois  cette  dernière  formule 
elle-même  se  complique  de  plus  en  plus  à mesure  que 
l’on  veut  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
en  série  un  plus  grand  nombre  de  termes;  et  ce  qu’il  y a 
de  plus  fâcheux,  c’est  que  les  valeurs  approchées  des  di- 
vers ordres  correspondantes  aux  divers  cas  où  l’on  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  tenue,  puis  deux  termes, 
puis  trois  termes, . . . s’obtiennent  par  des  calculs  à peu 
près indéptîndants les  uns  des  autres,  en  sorte  que  chaque 
nouvelle  approximation,  loin  d’ètrc  rendue  facile  par 
celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire  plus  de 
temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients,  et  con- 
duit par  mes  recherches  sur  la  disp<’i-sion  de  la  lumière  â 
m’occuper  de  nouveau  du  problème  de  l’interpolation , 
j’ai  eu  le  bonheur  de  rencontrer  pour  la  solution  de  ce 
problème  une  nouvelle  méthode  qui , sous  le  double  rap- 
port de  la  certitude  des  résultats  et  de  la  facilité  avec 
laqueUe  on  les  obtient,  me  parait  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je 
ne  doute  guère  qu’elle  ne  soit  bientôt  d’un  usage  général 
parmi  les  personnes  adonnées  â la  culture  des  sciences 
physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formule,  je  suppose 
qu’une  fonction  de  r,  représentée  par  j,  soit  développa- 

3d.  . 
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ble  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x , ou  bien  encore 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x,  on 
même,  plus  généralement,  suivant  d'autres  fonctions  de 
X que  je  représenterai  par 

=:  U,  z(x)  =r  v.  , 

en  sorte  qu’on  ait 

( I ) y = au  -h  bf  -h  CW  + , 

• 

a,  h,  c,...  désignant  des  coefiicients  constants.  11  s'agit 
de  savoir,  i°  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans 
le  second  membre  de  l’équation  (i)  pour  obtenir  une  va- 
leur de  suffisamment  approchée,  dont  la  difl’ércnce  avec 
la  valeur  exacte  soit  insensib^/c  et  comparable  aux  erreurs 
que  comportent  les  observations  ; 2°  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés,  ou,  ce  qui  revient 
au  même , de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Les  données  du  problème  sont  un  nombre 
suffisamment  grand  de  valeurs  de  y représentées  par 

Ta»  *•  X ni 

et  correspondantes  à un  pareil  nombre  n de  valeurs  de  x 
représentées  par  x,,  x,,. . .x, , par  conséquent  aussi  à 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  chacune  des  fonctions 
II,  i>.  . . valeurs  que  je  représenterai  de  même  par 

pour  la  fonction  // , par 

pour  la  fonction  e,  etc.  Ainsi,  pour  résoudre  le  pro- 
blème, on  aura  entre  les  coefficients  inconnus  <7,  h,c,... 
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les  n équatious  du  pi'emier  degré 

r.  = au,  -H  Ai>,  -4-  fiv, 

r>  = + ir,  -t-  CW,  + . . , 


r«  = au.  -h  bv„  -h  CW,  + , 

qui,  si  l’on  désigne  par /l’un  quelconque  des  nombres 
entiers 

I , .n, 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

Xi  = au,  + bPi  -+■  CW,  . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant 
les  coefficients  6,  c, . . . , ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
réduisant  la  série  à son  premier  terme.  Alors  la  valeur 
générale  approchée  de  jr  sera 

y = au; 

et , pour  déterminer  le  coefficient  n , on  aura  le  système 
des  équations 

(a)  y,  = au,,  y,  = au,,..:  y,  = au,. 

Les  diverses  valeurs  de  a,  que  l’on  peut  déduire  de  ces 
équations  considérées  chacune  à part,  oti  combinées  entre 
elles,  seraient  toutes  précisément  égales  si  les  valeurs 
particulières  dey,  que  nous  supposons  données  par  l’ob- 
servation, étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il  n’en 
est  pas  ain.sî  dans  la  pratique,  où  les  observations  compor- 
tent des  erreurs  renfermées  entre  certaines  limites;  et 
alors  il  importe  de  combiner  entre  elles  ces  équations  de 
manière  que,  dans  les  cas  les  plus  défavorables,  l’in- 
llucnce  exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a par  les  er- 
reurs commises  sur  les  valeurs  de  y,,  y,,. . .,  y„,  soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  l’on 
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peut  faire  des  «kpiations  (2)  pour  en  tirer  une  nouvelle 
équation  du  premier  degi-é , par  rapport  à a , fournissent 
toutes  des  valeurs  de  a comprises  dans  la  formule  générale 

X , a,  -f-  X,if,  X,B,  ’ 

que  l’on  obtient  en  ajoutant  membre  à membre  les  équa- 
tions (2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
des  facteurs  constants  A, , Ar, . . . , Ar„.  Il  y a plus  ; comme  la 
valeur  de  a déterminée  par  cette  équation  ne  varie  pas 
quandon  fait  varier  simultanément  les  facteurs  A,,  A,,...,  A„ 
dans  le  même  rapport,  il  est  clair  que  parmi  ces  fac- 
teurs, le  plus  grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  tou- 
jours être  censé  réduit  à l’unité.  Remarquons  enfin  que, 
si  l’on  nomme 

*1  I f 

les  erreurs  respectivement  commises  dans  les  observations 
sur  les  valeurs  de 

r.»  r».  • • • . /«. 

la  formule  précédente  fournira  pour  a une  valeur  appro- 
chée, dont  la  différence  avec  la  véritable  sera 

A|  1 1 -I-  X,  I,  4-  ...  -1-  X, i„ 

X,u,  -h  X,«,  . . -t-X,u„ 

Il  faut  maintenant  choisir  A,,  A|,  . . .,  A„  de  telle  sorte 
que , dans  les  cas  les  plus  défavorables , la  valeur  numé- 
rique de  cette  différence  soit  la  moindre  possible. 
Représentons  par 

Sn, 

la  somiiie  des  diverses  valeurs  numériques  de  u, , c’est-à- 
dire  ce  que  devient  le  polvnomc 

±:  B,  ± «,  ± . . . ± «„ 
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t|uaiul  on  y dis{K>so  de  chaque  signe  de  manière  à rendre 
chaque  terme  positif.  Représentons  par  St,  non  la  somme 
des  valeurs  numériques  t, , e,, . . . , e„ , mais  ce  que  devient 
la  somme  Su,  quand  on  y remplace  chaque  valeur  de  11, 
parla  valeur  correspondante  de  c,.  Si  l’on  réduit  .à  -1-  i 
ou  à — I chacun  des  coefficients  A',,  A, , . . . , A,,  en  choi- 
sissant les  signes  de  manière  que,  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction 

A,  »,  + i„t„ 

X ,a,  A.a.  -4-  . . . + X,u„ 

tous  les  termes  soient  |iositiis,  cette  fraction  sm-a  ré- 
duite à 

Si, 

Sa, 

et  elle  offrira  une  valeur  uumériipie  tout  au  plus  égale 
au  rapport 

• JL 

Sa,  ’ 

si  l'on  désigne  par  Ë la  somme  des  valeurs  numériques 
de  e,,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  la  valeur  numérique 
de  Se,  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  D'autre  part,  en 
attribuant  à A,,  A,  ...  , A„  des  valeurs  inégales  dont  la 
plus  grande  ( abstraction  faite*  des  signes)  soit  runité,  on 
obtiendra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité 
dont  la  valeur  numérique  sera  évidemment  inférie.ure  .à 
Su,  , taudis  que  la  valeur  numérique  du  numérateur  pourra 
s’élever  jusqu'à  la  limite  E;  ce  qui  arrivera  effectivement 
si  les  erreurs  e,,  £„,  sont  toutes  nuHes,  à l’ex- 

ception de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  facteur  égal, 
au  signe  près,  à l’unité.  Il  eu  résulte  que  la  plus  grande 
erreur  à craindre  sur  la  valeur  de  a déterminée  par  la 
formule 

^ X ij'i  -f-  X -t-. ..-h/, > , 

X,u,  -f- X,a,  X„M„  , 
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sera  la  moindre  possible  si  l’on  pose  généralement 

/•,  = ± I, 

en  choisissant  les  signes  de  manière  que  dans  le  polynôme 

fi,u,  ■+■  -h  . . . 

tous  les  termes  soient  positifs.  Alors  cette  formule  don- 
nera 

étant  ce  que  devient  la  somme  Su,  quand  on  y rem- 
place chaque  valeur  de  u,-  par  la  valeur  correspondante  de 

fi,  cl  l’équation = au  deviendra 

♦ 

Si  l’on  fait  pour  abréger 

U 

ou  aura  simplement 

y = • Sr<- 

Si  l’on  supposaitgénéralement  u = i,  l’équation^  = au, 
réduite  à 

X = a, 

exprimerait  que  la  valeur  de  y est  constante;  et  comme 
on  aurait  alors 

U 1 

Su,-  n ’ 


la  formule jy  = uS^;  donnerait 


y = - Sy,. 


Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de 
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y la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  observées  ; 
et  la  plus  grande  erreur  à craindre  serait  plus  petite  pour 
cette  valeur  approchée  que  pour  toute  autre.  Cette  pro- 
priété des  moyennes  arithmétiques,  jointe  à la  facilité 
avec  laquelle  ou  les  calcule , JustiGe  complètement  l'usage 
où  l’on  est  de  leur  accorder  la  préférence  dans  l’évalua- 
tion des  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  détermi- 
nées directement  par  l’observation. 

Soit  maintenant  le  reste  qui  doit  compléter  la  va- 
leur approchée  de  y fournie  par  l’équation 

y = «S/„ 

en  sorte  qu’on  ait 

X = •Sj'i  -H  im- 
posons de  même 

V = «Sp,-  -h  àv,  w = «SiVj  H-  Am»,  etc. 

On  tirera  delà  formulej^,  =aM,-t-it',-|-cw,  -i-etc., 

S/f  = aSui  -l-  bS»i  eSwi  -I-  etc.; 

puis  de  cette  dernière , multipliée  para,  et  soustraite  de 
l’équation^  = au  -J-  bv-\-  bw  -i-  etc. , 

(3)  ^y  = b^v  càw  -I—  etc. 

• 

Soient  d’ailleurs  a. , , Av, , Aw, , ...  ce  que  de- 

viennent les  valeurs  de  a,  Ay,  Av,  Aw, ...  tirées  des 
équations  qui  précèdent,  quand  ou  y remplace  x par  Xj, 
I étantl’un des  nombres  entiers  I,  a,...n.  Si  les  valeuésde 

sont  très  petites,  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
(Kirtent  les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  à une 
.seconde  approximation,  et  l'on  pourra  s’en  tenir  à la  va- 
leur approchée  de  y fournie  par  l’équation  y = «Syt.  Si 
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le  contraire  a lieu,  il  suffira,  pour  obtenir  une  approxi- 
mation nouvelle,  d’opérer  sur  la  formule  (3),  comme 
dans  la  première  approximation  l’on  a opéré  sur  la  for- 
mule = au  + bv  c\v etc. 

Cela  poaé,  désignons  par 

S'AP, 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  ; et  par 

S'a/i,  S'A^ijCtc.. 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S'At^, 
quand  ou  y remplace  chaque  valeur  de  Ae,-  par  la  valeur 
correspondante  de  Aj^,  ou  de  Ate,,. . soit  enfin 

J ac  ■ 

S'ao,  * 

si  l’on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  dans  la  séric(i) 
le  coefficient  c du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  sui- 
vants, on  devra  prendre  pour  valeur  approchée  de  ùkj 

a^  ^ CS'a/,. 

Soit  A'y  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette 
valeur  approchée , et  faisons  en  conséquence 

• ■+■  a*j^. 

Posons  de  même  ‘ 

a»r  = CS'a«','  4-  a*«’,  etc.  : 

pn  tirera  sQiocessivement  de  la  fi>riuule.(3). 

AXi  = èav,-  4-  cMVi  -H- etc., 

S'^Xi  — èS'ac,-  4-  eS'aa>,-  4-  etc.  ; 

puis  cette  dernière , multipliée  par  S et  retranchée  de  l'é- 
quation A^  = b Au  4~  cAw  4-  etc., 

■ » * 

a’j'  =:  ca*«v  4-  etc. 
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Soient  d’ailleurs  S, , A’j", , A’iVj , . . . , ce  que  deviennent 
les  valeurs  de  6 , A*y,  A’iv, . . . , tirées  des  équations  qui 
précèdent,  quand  ou  y remplace  xpar  X,,  (étant  l’un  des 
nombres  entiers  i,  a,. . .n.  Si  les  valeurs  de 

i’r. . yr. . • • • . 

sont  très  ^letites  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  aune 
nouvelle  approximation  , et  l’on  pourra  s’en  tenir  à la  va- 
leur approchée  de  Aj^  fournie  par  l’équation  Ajy=6S'^,. 
Si  le  contraire  a lieu,  il  sulTira,  pour  obtenir  une  troi- 
sième approximation , d'opérer  sur  la  formule  qui  donne 
A’j',  comme  on  a opéré  dans  la  première  approximation 
sur  la  formule  (i).  Eu  continuant  de  la  sorte , on  obtien- 
dra la  règle  suivante  : 

L’inconnue^,  fonction  de  la  variable  x,  étant  suppo- 
sée développable  en  une  série  convergente 

( I ) ■ -t-  èf  -f-  CM»  -4- . . . , 

où  «,  f,  IV, . . . , représentent  des  fonctions  données  de  la 
même  variable,  si  l’on  connaît  n valeurs  particulières  de 
y correspondantes  à n valeurs  particulières 

de  X,  si  d’ailleurs  on  nomme  (l’un  quelconque  des  nom- 
bres entiers  i , a, . . . . , n , et  , ((,-,  v,- ce  que  de- 
viennent j',  U,  y,. . quand  on  y remplace  x par  x/, 
alors , pour  obtenir  la  valeur  générale  de  y avec  une  ap- 
proximation suffisante,  on  déterminera  d’abord  le  coef- 
ficient a à l’aide  de  la  formtile 

(H)  « = etS«, , 

dans  laquelle  Su^  désigne  la  somme  des  valeurs  uumé-, 
riques  de  u,  , et  la  différence  du  premier  ordre  Ay  à l’aide 
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de  la  formule 

(III)  y = «S/,-  + 

Si  les  valeurs  particulières  de  Aj',  représentées  par  A^^', , 
A_j', , . . . , Ay„ , sont  comparables  aux  erreurs  d’observa- 
tion , on  pourra  négliger  A_y  e^  réduire  la  valeur  appro- 
chée de  r à 

«S/,. 

Dans  le  cas  contraire , on  déterminera  G à l’aide  des 
formules 

(IV)  V = »SVi  AV,  Av  = CS'av,, 

S' Av,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  Av, , et 
la  diflerence  du  second  ordre  A*^  à l’aide  de  la  formule 

(V)  A^  = CS'a^  -t-  A*/. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A*y,  représentées  par  A’j,, 
Ay„ , sont  comparables  aux  erreurs  d’observa- 
tion, on  pourra  négliger  et  réduire  en  conséquence 
la  valeur  approchée  àey  k «S^,-  -H  êS'Ajy.  . 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y par  les  for- 
mules 

(VI)  Aiv,  A»v=:  bS'Aw, -4- A’iv,  A*«<  = yS"A’tV,, 

S"A’tv,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  A’tv, , 
et  la  différence  du  troisième  ordre  A’j"  par  la  formule 

(VII)  \'y  = yS"A’/i  4-  A^/etc. 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  a, 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc. , on  de- 
vra calculer  les  différences  des  divers  ordres  repi'ésen- 
tées  par 

^y,  A*/» 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
valeurs  x, , Xj , . . . , x„  de  la  variable  x,  jusqu'à  ce  que 
l’on  parvienne  à une  diflércnre  dont  les  valeurs  particu- 
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libres  soient  comparables  aux  erreurs  d'observation.  Alors 
il  suffira  d’égaler  à zéro  la  valeur ^de  cette  différence  tirée 
du  système  des  équations  (lU),  (V),  (VII),. . . pour  ob- 
tenir avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y. 
Cette  valeur  générale  sera  donc 

y = ou  y = «S/,  ou  etc., 

suivant  que  l’on  pourra , sans  erreur  sensible , réduire  la 
série  à son  premier  terme , ou  à ses  deux  premiers  termes. . . 
Donc,  si  l’on  nomme  m le  nombre  des  termes  conservés , 
le  problème  de  l’interpolation  sera  résolu  parla  formule 

y — «S/,  H-  -f-  yS"AV<  -H  etc., 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu’au  terme  qui  ren- 
ferme 

Il  est  bon  d’observer  que  des  formules  précédentes  on 
tire  non-seulement 

S*i  — I ÿ So,'—  O,  s I ^ Sy^  — O , s y,*^^  O,  S y,-  — i , etc.  ÿ 
mais  encore 

Sic,  = o;  Sa«',  = O,  Si’H',  = O,  S'i’«v  = O,  etc. 
et 

Saj',=o  ; Sa’j^,=o,  S'i*jr,=o,  SiV.r=o,  S'aVi— o>  S'a^/,=o,... 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d’équations  de  condi- 
tion auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières 
de  a , £ , y, . . . , ainsi  que  celles  des  différences  des  divers 
ordres  de  /i,  u,  w,. y,  et  il  en  résulte  qu’on  ne  peut 
commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs  particulières  au- 
cune erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul  fait 
que  les  équations  de  condition  cessent  d’être  vériGées. 

En  résumé,  les  avantages  des  nouvelles  formules  d’in- 
terpolation sont  les  suivants  ; 

I®.  Elles  s’appliquent  aux  développements  en  séries, 
quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes 
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SC  iléduiseiit  les  uns  des  autres  , et  quelles  que  soient  les 
valeurs  équidifrérentes  ou  non  de  la  variable  indépen- 
dante; 

a”.  Les  nouvelles  formules  sont  d’une  application  très 
facile,  surtout  quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le 
calcul  des  rapports  a,  6,  y,-..,  et  des  produits  de  ces  rap- 
ports par  les  sommes  des  divcrees  valeurs  des  fonctions  ou 
de  leurs  diflérenccs.  Alors,  enelfel,  toutes  les  ojH-rations 
se  réduisent  à des  additions  ou  à des  soustractions. 

A l’aide  de  ces  formules  les  approximations  succes- 
sives s’exécatent  avec  une  facilité  de  plus  en  plus  grande, 
attendu  rpie  les  difl’érences  des  divers  oi’dres  vont  géné- 
ralement en  diminuant; 

4"’.  Ces  formules  permettent  d’introduire  à la  fois  dans 
le  calcul  les  nombres  fournis  par  toutes  les  observations 
données,  et  d’augmenter  ainsi  l’exactitude  des  résultats 
en  faisant  concourir  à ce  but  un  très  grand  nombre  d’ex- 
périences ; 

5”.  Elles  ofl’rent  encore  cet  avantage,  qu’à  chaque  ap- 
proximation nouvelle,  les  valeui's  qu’elles  fournissent 
pour  les  coefficients  «,  b,  c, . . . sont  précisément  celles 
pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à craindre  est  la 
moindi'e  possible; 

6°.  Ces  formules  indiquent  d’elles-mèmes  le  moment 
où  le  calcul  doit  s’arrêter,  en  foui-nissant  alors  des  diiie- 
rences  comparables  aux  erreurs  d’observation  ; 

7".  Enfin  les  quantités  qu’elles  déterminent  satisfont  à 
des  équations  de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  com- 
Qiettre  la  plus  légère  faute  de  calcul , sans  que  l’on  s’en 
aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  Exercices  de  AlatJié- 
niatùiues  de  nombreuses  appUcations  de  ces  formules 
d’interpolation. 
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DEUXIÈME  NOTE. 


SUE  LA 

COlSDITION  DE  CONVERGENCE 

DE  LA  SÉRIE  QUI  DONNERAIT  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  PLIS 
PETITE  RACINE  DE  l’ÉQU ATIONJ^  = JTCOSJ'. 


Si  ce  volume  , dont  j’aurais  voulu  faire  l’expression 
complète  de  la  science  actuelle , n’avait  pas  crû  au-delà  de 
toutes  mes  prévisions , j’aurais  placé  ici  une  exposition 
simple  et  facile  de  deux  des  plus  importants  travaux  de 
M.  Cauchy,  ayant  pour  objet  la  résolution  des  équations 
littérales  ou  numériques  de  tous  les  degrés,  et  des  équa- 
tions transcendantes.  Forcé  de  m’arrêter,  je  donnerai 
seulement  un  exemple  de  la  résolution  des  équations 
transcendantes  ; cette  application  est  d’autant  plus  néces- 
saire, fp’elle  complétera  une  des  plus  belles  théories  ex- 
posées dans  ces  leçons. 

Nous  avons  dit  que  la  plus  petite  racine  de  l’équa- 
tion y — x cos  J'  sera  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x pour 
tout  module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  répondent 
aux  équations  simultanées: 


X 


y 

cos.r  ’ 


cos^ 

y 


— sinj. 
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dont  la  seconde  peut  être  réduite  à cot^  = — ot*  pcul 
être  remplacée  par  la  formulé 


cos  -t-  y sin  y — o. 


Quantt  on  dévclopjje  sin  y et  cos  cette  dernière  formule 
devient 


2 


1 y* 

2 4 


zl  = 

1,23.46 


Or  si  l’on  nomme  Y le  module  de  la  variable  réelle  ou 
imaginaire  y,  le  module  du  polynôme  qui  précède  ne 
pourra  pa»<surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  divers 
termes,  savoir 


I TM 
1.2  4 


^_i Y« 

I .2.3.4  6 


-+-  etc. 


D’où  il  résulte  que  l’équation  cot  j = — y n’admettra 
jwint  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
soient  inférieui-s  à la  racine  positive  unique  de  l’c^uation 

Y»  I Y4  I Y« 

1 7-  H O / "JT  ■ ■ ■ — ' ’ 

2 12  4 1.2. 0. .40 


ou , ce  qui  revient  au  même , de  l’équation 


4 


qu’on  peut  encore  présenter  sous  l’une  ou  l’autre  des  deux 
formes  * 


Y = .+-^^,  2Y-I(Y  +.)-h1(Y-,)  = o. 

D’ailleurs  cette  racine,  supérieure  à l’unité,  en  vertu  de 
la  formule 

Y = I + -jÿ  - , 
e —I 


Digilized  by  Google 


DEIIXIKME  NOTE. 


srra , on  vortn  de  la  Cormulo 

Y'  , Y4  I Y" 

* — -h  — ~y  H = — T -7^  -h  . . . = 

2 1.24  1.2.0.40  r 

iiilci’ieui'o  à la  racine  positive  de  ré<|uation 


Y'  I Y< 


|•'e.sl-;i-dire  au  iionihre  V* \-'x\/ 1.2  = i,2li>u.  . . ; et 

si  I on  pose  dans  l’t-cjuation  uY — 1(  Y — i)=o, 

•Y  — -I-  i sera  renfermé  entre  les  limites  — 0,2 

et  r»,i.  Cela  posé,  en  considérant  1,2  comme  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine  positive  ^ de  cette 
dernière  équation, bn  obtiendra  facilement,  par  l'emploi 
de  la  formule  de  Taylor,  de  nouvelles  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées.  Eu  ellet,  désignons  par  E(Y)  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  , par  a la  valeur  apj>ro- 
chée  de  la  i-acinc  Y,  et  par  a -J-  f sa  valeur  exacte,  on 
aura 

K{  Y ) = F(fl  -(-  0 = F H + 'F'(«  rl-  W)  ; 

6 indiquant  un  nombre  inférieur  à l’unité,  et  les  ya^nirs 
de  F '(Y),  F^«  -|-  6/)  étant 


Dès-lors  l’équation  F(Y)  = o donnera 


et  comme  on  aura  encore 


CAI.Cl'I  lUFFf.BF.NTIKI.. 

oii  ii'luivcia  (léfinitivt-nmil 


i = — o,ooa  I o5 


-([,?,  H-  i) 


lîii  vertu  de  cette  dernière  équation , non-sculeinent  i sera 
négatif,  mais  de  plus  sa  valeur  numérique  sera  inférieure 
au  produit 

_ I — (1,2)"’  _ 

< o,ooaio5 = o,ooo32i(i,* 

2 


<■1  par  suite  -supérieure  au  produit 

.1 — (1,2  — o,ooo32i6)~’ 

0,002 100 i i — = (i,ooo39.  12.  . f 


¥ 


Donc,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  millioniè- 
lues,  on  aura  . ' 


< = — 0,000 3?. I , Y=r  I ,a  — 0,000 321 = 1 , 199678... . 

(iette  dernière  valeur  de  Y représente  donc  une  limite  in- 
férieure que  ue  peuvent  pas  dépasser  les  modules  des  va- 
leurs de  Y qui  vérifient  l’équation 


cot  / = — X 


I v-i  I y*» 

1.24  ^*”1.2.3.46 


Mai#  ces  modules  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il  s'a- 
git, pui.stpi’on  satisfait  A la  dernière  de  ces*équations  en 
supposant  y = YV/ — i =1, 199678.  , ou  en  pre- 

nant pour  Y la  racine  positive  de  l’équation 


11  -L.  ' ï!  - ' ^ — 

7.  I .2  ^ l .7.3.7)  6 


Ce  n’est  pas  tout  ; connue,  en  venu  des  éi|ualions 
X = X cos  r,  cos  X + X si"  > = «. 

on  a 

cos^  sin  >■’ 
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• ^ /’  ' .r’ -4- I 

y ^ .— ^ - 1 I 

cos’j  sîii’/  cos’_j-+-sin’j  • ’ 

ul  |>ar  conseillent,  si  l’on  suppose  le  module  Y dej^'  égal 
ou  supérieur  au  nombre  1,199678.  . .,  le  nuxlule  corres- 
pondant de  .r  sera  égal  ou  supérieur  à 

V/Y’ — I =1/(1,199678...)*  — 1 = o,66a  743....> 

ipi’iT atteindra,  si  l’on  supposej'^  = 1,199  • •V'—i. 

Donc  le  plus  petit  des  modules  de  x qui  répondent  aux 
l'-ipiations^  = X cos  j",  cot  sera  0,662  742 . . . , 

et  par  conséquent  la  plus  pi,‘tite  racine  de  l’équation 
y=  X ensy  sera  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x jxmr  tout 
inoilule  de  x inférieur  au  nombre  0,662742. . .,  et  l’on 
se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à un  résultat  au- 
quel M.  La|dace  est  parvenu  par  une  analyse  pénible  et 
des  calculs  assez  longs,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  la 
convergence  de  la  série  qui  fournit  le  développement  du 
l'ayon  vecteur  d’une  planète  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  rcxcentricité. 


TIJV.  nr  PREMIER  VOl.t  ME. 


AOA 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


pk  H 

